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单摆摆锤偏心引起的测量误差分析
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吴书朝　罗　俊
(华中理工大学物理学系 )

摘　要　给出了偏心存在的情况下单摆的运动方程及其线性近似解 ,以及对测量精度和测量

方法的影响 .通过计算机数值计算 ,给出了典型参数下的单摆运动 .结果表明 ,只要偏心量被控

制在某一区域以外 ,单摆仍然以某一单一频率为主作振动 ,这时 ,偏心量导致的系统误差仍可控

制在一定范围以内 .
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单摆在历史上曾经发挥过巨大的作用
[1, 2 ]

.但随着测量精度的提高 ,单摆正逐渐失去它

以往的地位 ,在地球物理测量中 ,重力测量已更多地采用根据弹簧秤原理制成的重力仪或用

自由下落以及垂直上抛的方法直接计算 g.

影响单摆周期测量精度的因素很多 ,人们为克服其误差源的影响也做了大量的工

作
[3, 4 ]

,单摆的理论精度可望达到 10
- 7 [2 ]

.但在实际的单摆中 ,由于机械加工精度和单摆安装

精度的限制以及摆锤材质的不均匀等因素影响 ,在单摆中将不可避免地出现摆锤的偏心问

题 .关于这一点至今还没有人进行过比较深入的研究 .本文将就此进行探讨 ,给出在偏心存

在的情况下单摆的运动方程及其线性近似 ,以及对测量精度和测量方法的影响 ,并用计算机

数值方法给出某些典型情况下的数值解 .

1　运动方程及其求解

对于一个如图 1所示的偏心单摆系统 ,令其摆线长为 l ,悬挂点 A与摆锤质心 C间的距

离为 a ,摆锤回转半径为 R ,质量为 m ,摆线与垂直方向的夹角为θ1 ,悬挂点 A与质心 C的连

线与垂直方向的夹角为 θ2 ,则系统的拉格朗日函数为

　　　　 L=
1
2
m [l

2
θ1

2
+ a

2
θ 2

2
+ 2alθ 1θ 2co s(θ1- θ2 ) ]+

1
2
mR

2
θ 2

2
+ mg ( lcosθ1+ Tcosθ2 )

( 1)

其对应的拉格朗日方程为

　　　　 lθ 1+ aθ 2 cos(θ1-θ2 )+ aθ 2
2
sin(θ1- θ2 )+ g sinθ1= 0 ( 2)

　　　　 (R
2+ a

2 )θ 2+ alθ 1cos(θ1 -θ2 ) - alθ 1
2
sin(θ1- θ2 )+ gasinθ2= 0 ( 3)

若摆线刚好系在质心上 ,即 a= 0,则上述方程组简化为
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图 1　偏心单摆

Fig . 1 A sing le pendulum

with eccentric w eight

　　　　　　 lθ 1+ gsinθ1= 0 ( 4)

　　　　θ = 0 ( 5)

容易看出 , ( 4)式就是一般的单摆运动方程 ,即系统已退化为单摆 .

而由 ( 5)式可知θ 2= const ,摆锤以一固定的角速度绕悬点 ,即质心

转动 .若选择合适的初始条件θ 2= 0,θ2则保持不变 .

当 a≠ 0时 ,单摆的运动由 ( 2)、 ( 3)式决定 . ( 2)、 ( 3)式是一非

线性方程组 ,求解存在数学上的困难 .我们将在物理意义合理的前

提下进行数学上的线性近似 .

从物理意义来看 ,aθ 2
2
表示质心 C绕 A点转动的向心加速度 .

除非在初始条件中人为地给偏心单摆一个很大的θ 2 ,否则由于质

心 C绕 A点转动的向心加速度要比重力加速度 g小得多 ,即 aθ 2
2

< < g;同样 , lθ 1
2
表示 A点绕 O点转动的向心加速度 ,只要单摆的

摆幅θ10满足θ10 < < 1,也有 lθ 1
2

< < g.故 ( 2)式中的 aθ 2sin(θ1- θ2 )和 g sinθ1相比可以忽略 ,

( 3)式中的 alθ 1
2
sin(θ1 -θ2 )和 ga sinθ2相比也可以忽略 .在小摆幅的情况下 ,取 co s(θ1-θ2 )

≈ 1, sinθ1≈θ1 , sinθ2≈θ2 , ( 2)、 ( 3)两式变为

　　　　 lθ 1+ aθ 2+ gθ1= 0 ( 6)

　　　　 (R
2
+ a

2
)θ 2+ alθ 1+ gaθ2= 0 ( 7)

从数学上来看 ,由于 aθ 2
2
sin(θ1- θ2 )和 alθ 1sin(θ1 -θ2 )的展开式中θ 1和θ 2最低次项均

为二次 ,在对方程 ( 2) ( 3)进行线性近似时应该略去 .这样 , ( 6) ( 7)两式确实是方程 ( 2) ( 3)的

线性近似 .

从实验上合理的实际情况出发 ,我们可以把初始条件设定为:当 t= 0时 ,θ1= θ10 ,θ2=

θ20 ,θ 1= θ 2= 0,由 ( 6) ( 7)式可解得

　　　　θ1= A1co sk1 t+ A2cosk2t ( 8)

　　　　θ2= B1cosk1t+ B2 co sk2 t ( 9)

其中　　　　k1
2
=

R
2+ a

2+ al
2R2 { 1- [1-

4alR2

( R2+ a
2+ al ) 2 ]

1
2 }k0

2
( 10)
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( 11)
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2
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) ( 12)
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) ( 13)

　　　　 B1= [θ10 ( g-k1
2
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2
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2
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2
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2
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2
l ) ] /ga (k1

2
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2
) ( 15)

而k0
2
= g /l .偏心距 a= 0时 ,该系统退化为理想单摆 ,这时k1= 0,k2= k0 .

2　频率和振幅的讨论

在实际测量中 ,我们是把摆线相邻两次以相同速度方向通过同一位置 ,一般是平衡位置

的时间间隔当作摆的周期 .因此我们主要关心的是摆线的运动规律 ,即θ1与 t的关系 .由 ( 8)

式可知 ,θ1的运动由两个不同频率k1和k2的简谐运动叠加而成 .当k1∶k2不能写成简单整

数比的情况下 ,θ1在作非周期运动 .这种非周期运动似乎是杂乱无章的 ,并无规律性可言 .然
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而通过具体的数值计算 ,却可以发现某些非常有趣的现象 .

我们把摆线长 l和摆锤的回转半径 R分别固定为 l= 1 m及 R= 0. 05 m,就可以用计算

机分别作出在不同的启动方式下 ,即不同的初始条件下 ,频率k1 ,k2 ,振幅 A1 , A2随着偏心

距离 a的变化曲线 .

( 1)初始位置为θ10= 0. 01 rad,θ20= 0,初始速度θ 10= θ 20= 0的运动规律 .

如果将摆锤由悬点位置拉开一小段位移 ,则θ20= 0.我们取摆线偏离平衡位置的初始值

为θ10= 0. 01 rad进行计算 ,用计算机作出的频率k1 ,k2 ,振幅 A1 , A2随着偏心距离 a的变化

曲线分别如图 2和图 3所示 .

　　图 2　频率随编心距离的变化曲线

Fig. 2　 Curve o f f requencies k1 ,k2 with respect to

eccentricity a

图 3　由悬点启动时 ,振幅随偏心距离的变化曲线

Fig . 3　 Curve o f amplitudes A1 , A2 with respect to

eccentricity a fo r single pendulum sta rted

f rom suspension point

　　由图 3可以看出 ,除了 a= 2. 5 mm (该交点可以由 ( 12)及 ( 13)令 A1= A2而直接求得 )

附近的微小区域以外 , A1和 A2的大小都有非常显著的差别 .当 a < 1 mm时 , A2 /A1> 104 ,

即 A2> > A1 ,此时叠加运动表现为以频率k2为主的振动 ,而当 5 m m < a < 2 cm时 , A1 /A2

< 38,也可以看成 A1 < < A2 ,此时叠加运动表现为以频率k1为主的振动 .而当 a≈ 2. 5m m

时 , A1和 A2很接近 ,运动规律显得比较复杂 .若令 A1= A2= A ,则

　　　　 A1conk1t+ A2osk2 t= 2Acos
k1-k2

2 tcos
k1+ k2

2 t

可以看成是以 (k1-k2 ) /2的频率对 (k1+ k2 ) /2为频率的振动进行幅度调制 .

( 2)初始位置为θ10= 0. 01 rad,θ20= 0. 015 rad,初始速度θ 10= θ 20的运动规律 .

如果从摆锤底部启动 ,则θ20> θ10 ,我们不妨取 θ10= 0. 01 rad,θ20= 0. 015 rad进行计算 .

由 ( 10)、 ( 11)可以看出 ,在我们所取的近似条件下 ,k1、k2与θ10、θ20无关 ,故 k1、k2的曲线仍

然如图 2所示 .图 4为此时 A1 , A2随着偏心距离 a的变化曲线 ,它与图 3具有相似的特点 .

令 A1= A2 ,则可以求出图 4中的交点为 a= 2. 5 mm.当 a < 1 m m时 , A2 /A1> 10
3
,即 A2

> > A1 ;当 5 m m <a < 2 cm时 , A1 /A2> 100,即 A1> > A2 .叠加运动的结果与上述相应的情

形完全类似 .

3　准周期的讨论

上面的讨论可以看出 ,当偏心存在 ,即 a≠ 0时 ,摆线的运动由两个不同频率的振动叠加

而成 ,一般情况下 ,摆线相邻两次以相同速度方向通过平衡位置的时间间隔并不相等 .但从
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以上的数值可以看出 ,当某一种频率的振动占主导地位时 ,摆动仍然具有一定的周期性 .我

们可以把任意两个以相同速度方向通过平衡位置的时间间隔称为准周期 ,显然各准周期间

的差别应该是很小的 .

图 4　由底部启动时 ,振幅随偏心距离的变化曲线

Fig. 4 Curve o f amplitudes A1 , A2 with r espect to ec-

centricity a fo r sing le pendulum, star ted fr om

the end o f w eight

图 5　过零点的对应关系

Fig . 5 One- one relationship be tween times w hen

the suspension wir e passes th rough zer o-

point

　　　下面我们将先证明 ,当由两个频率不等的简谐振动叠加而成的运动以某一频率 (例如

k1 )的振动为主时 ,另一频率k2的扰动只会使过零间隔发生微小变化 ,只要k1 A1> k2 A2成

立 ,受扰动振动的过零点序列和未受扰动振动的过零点序列仍能保持一一对应的关系 ,如图

5所示 ,其中 A1、 A2为两个频率k1、k2对应的振幅 .图中上方的曲线表示未受k2扰动时的情

形 ,下方的曲线表示受k2扰动后的情形 .

在按单一频率k1振动时 ,相邻的最低峰与最高峰之间显然有并且仅有一个零点 .当受

到k2微小扰动后 ,虽然原来最高峰和最低峰位置可能发生移动 ,但由于 A1> > A2 ,是最高

峰和最低峰一定位于零点的两侧 ,即最高峰和最低峰之间至少存在一个零点 .

我们讨论 y= y1+ y2= A1 sink1t+ A2sin(k2 t+ h) , -c/2 <k1t <c/2的情形 .显然 ,当|y1|

> A2等 ,零点不可能出现 .即过零点只能出现在|y1|≤ A2的范围 ,即出现在

　　　　 - arcsin( A2 /A1 )≤k1t≤ arcsin( A2 /A1 )

的范围内 ,而

　　dy /dt= co sk1 t [k1 A1+ k2A2cos(k2 t+ h) /cosk1t ]> co sk1 t [k1A1+ k2A2co s(k2 t+ h) ]

>

(k1 A1-k2A2 ) cosk1t

若k1A1> k2A2 ,在我们考虑的区间内 , dy /dt> 0,即 y为单调函数 , y在该区间内仅存在唯一

的零点 .

以上的讨论对上述振动在其他区间的情形 ,及以 k2为主的情形均成立 .

如图 5,假定 , M、 N之间的时间隔为 n T1 , T 1= 2c/k1 ,则由于 k2的存在 , M′、N′之间的

时间间隔变成 n T1+ △ tMM′+ △tNN′,即测量了 n个准周期 .用这 n个准周期的平均值

　　　　 T1
*

= T1+ ( 1 /n ) (△ tMM′+ △ tNN′) ( 16)

作为 T 1的测量值 .图 5中显然有

　　　　|A1 sin(k1△ tNN′)|< A2 ( 17)

近似地认为
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　　　　 sin(k1△ tNN′)= k1△ tNN′ ( 18)

则　　　　　|△ tNN
′|< A2 /A1k1

同样　　　　|△ tMM
′|< A2 /A1k1 ( 19)

由 ( 16)式 , T1的测量误差

　　|△ T 1|= |( 1 /n) (△ tMM′+ △ tNN′)|≤ ( 1 /n ) (|△ tMM′|+ |△ tNN′|) < 2A2 /k1A1 ( 20)

即　　　　　|△ T 1 /T1|< A2 /ncA1 ( 21)

取准周期个数 n= 1000,当 5 m m < a < 2 cm时 , A2 /A1 < 3× 10
- 2

,有|△ T1 /T 1|< 10
- 5

,

用于测量 g时|△g /g|< 2× 10
- 5

;而当 a < 1 mm时 , A1 /A2 < 10
- 3

,若我们以k2为主振动测

量时 ,有|△ T 2 /T 2|< 4× 10
- 7

,|△g /g|< 10
- 6

.

在假定的参数下 ,按现有的技术条件 ,n可以进一步加大 ,测量误差可以进一步变小 .

以上用作数值分析的单摆参数有一定的典型意义 .在实际测量中 ,都希望摆动以某一种

频率为主 ,而应该避免两种频率振幅接近相等的情形 .可以预期 ,对于每一组 l和 R值 ,都存

在一个 A1≈ A2的值 .我们在制作单摆时 ,只要避开这个区域而选取合适的 a值 ,就可以在

偏心存在的情况下 ,单摆仍然以某一单一频率为主进行振动 .这时由于偏心 a存在而导致的

系统误差便可控制在一定范围以内 .
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Th e M easurement Erro r Caused by the Eccentric

Weight of a Single Pendulum

Tang Mengx i
 　Wu Shuchao　Luo Jun

Abstract　 It is impossible to avoid the appearance of the eccentrici ty of the w eigh t for a

sing le pendulum. The moving equations of an eccentric sing le pendulum , thei r linear ap-

proximate so lution and ef fects on the precision and m ethod of measurement are given. For

a sing le pendulum with typical pa ram eters, wi th the aid of computer, num erical so lutions

a re show n. The resul ts show that the pendulum can keep approxima tely in a ha rmonc mo-

tion w ith a single f requency , and the sy stematic error, caused by the eccentricty, can be

controlled wi thin a region, only i f the eccentricity is out of a certain small region.

Keywords　 single pendulum , eccentric, linear approx imation
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