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两性几何平均人口模型参数
估计的线性化方法
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摘　要　就非线性的两性几何平均人口模型中的参数估计问题 , 本文在可获得男女两性人口

离散数据的情况下 , 给出参数估计的线性化方法 : 通过样条函数拟合人口数据 , 求解线性方程

组 , 可获得模型参数的最小二乘估计 .
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1　引　言

人口统计学上有过许多描述人口增长的模型 , 例如指数模型、 对数模型那样的总人口

增长模型 . 目前普遍认为: 综合考虑两性影响的模型比总人口模型或单一性别的模型要好 .

事实上 , 男性、 女性数量的不平衡将对新生儿人数、 进而对总人口有影响 . 由 Kendall[1 ]及

Keyfi t z
[2 ]
提出的两性几何平均模型就是其中一种综合考虑两性因素的非线性微分方程组模

型

dM /dt = - TM ( t ) + U M ( t )F ( t )

dF /dt = - VF ( t ) + W M ( t ) F ( t )

M ( 0) = C1 ,　　F ( 0) = C2

　　　　 0≤ t≤ tmax ( 1)

其中 M ( t ) ,F ( t )分别表示男 ,女性人口依时间变化的函数:T,U,V,W是常数 ; C1 ,C2是 M ,F

的初值 .模型假定: 在所讨论时间的区间 t∈ [0, tmax ]内 ,男性因死亡或迁移的人口下降率 ,

正比于现有男性人数 ,即TM ( t ) ;其新生函数则正比于现有两性人口的几何平均 ,即

U MF.对女性作类似假定 ,参数T,U,… 等依所讨论时期、地域不同而不同 ,受自然、社会

因素的影响 .当这些参数已经确定 ,即模型完全给出时 ,就可以求模型微分方程的解 ,进行人

口分析、预测等工作 .

文 [3 ]以估计W与 C2 为例 ,介绍了在总人口离散数据已知的情况下 ,以极小化 S =

∑ [M ( ti ) + F ( ti ) - Ti ]2为判据 ,估计模型中未知参数的拟线性化方法 .拟线性化方法是

由动态规划专家 Bellman等提出的迭代算法 .它的缺点是每一步迭代须解一组微分方程 ,计
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算量大 ;而且迭代初值不当则令方法失效 .

本文假定可获知男女两性人口的离散数据 ,这是符合现代人口管理的实际情形的 .在这

一 假定下 ,通过样条函数拟合两性人口数据 ,把模型参数估计问题归结为解线性代数方程

组 ,提出新的参数估计方法 .

2　原理与方法

根据 M ( t ) , F ( t )的实际意义 ,定义非负 (且非恒零 )函数 m ( t ) , f ( t ): m
2
( t ) = M ( t ) ,

f
2 ( t ) = F ( t ) . 于是 ( 1)变为

2dm /dt = - Tm ( t ) + Uf ( t )

2df /dt = - Vf ( t ) + Wm ( t )

m ( 0) = C1 , f ( 0) = C2

( 2)

　　调整记号 ,将问题提法重新整理如下:

已知时间 0≤ t≤ tmax内各点 {ti }
N
1 上的数据 mi , f i (它们分别是离散人口数据 M ( ti ) ,

F ( ti )的算术根 )要求估计模型

dm /dt = - Tm ( t ) + Uf ( t )

df /dt = - Vf ( t ) + Wm ( t )

m ( 0) = c1 ,　 f ( 0) = c2

　　　　 0≤ t≤ tmax ( 3)

中的部分或全部参数 ,使得

E = ∑
N

i= 1

{ [m ( ti ) - mi ]2+ [ f ( ti ) - f i ]2} ( 4)

为极小 . ( ( 3)中之T,U,V,W是原模型 ( 1)中相应参数的 1 /2,c1 ,c2是 ( 1)中 C1 ,C2的算术根 ) .

由 ( 3)得 m ( t ) = - T∫
t

0
m (s ) ds+ U∫

t

0
f (s ) ds+ c1 , f ( t ) = - V∫

t

0
f (s ) ds+ W∫

t

0
m (s )ds+ c2.

由于 m (s ) , f (s )的离散值已知 ,因此可用适当的 (例如样条函数 )数值积分方法求∫
t

0
m (s ) ds

及∫
t

0
f (s ) ds .它们在 t = ti的值分别记为 Mi , Fi ,式 ( 4)成为

E = ∑
N

i= 1
〔 (- TMi + UF i + c1 - mi ) 2 + ( - VFi + WMi + c2 - f i ) 2〕 ( 5)

参数估计问题成为求待定参数使 ( 5)中的 E极小 .这显然归结为线性代数方程组 .

例如 ,设 ( 3)中的U及 c2为未知参数 ,则由 E / U= 0, E / c2 = 0得

∑
N

i= 1
( - TMi + UFi + c1 - mi )Fi = 0

∑
N

i= 1

( - VF i + WMi + c2 - f i ) = 0

可解得

U= [- ∑
N

i= 1
( - TMi + c1 - mi ) Fi ] /∑

N

i= 1
F i

2

c2 = -∑
N

i= 1
( - VFi + WMi - f i ) /N

( 6)
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　　又例如 ,若T,U,W为未知参数 ,则由 E / T= 0, E / U= 0及  E / W= 0得关于T,U的

线性方程组

- ∑
N

i= 1

Mi
2　　∑

N

i= 1

Fi Mi

- ∑
N

i= 1
MiFi　　∑

N

i= 1
F i

2

T

U
=

∑
N

i= 1

Mi (mi - c1 )

∑
N

i= 1
Fi (mi - c1 )

( 7)

及

W= [- ∑
N

i= 1

( - VFi + c2 - f i )Mi ] /∑
N

i= 1

Mi
2 ( 8)

3　数值例子

在模型 ( 1)中 ,取 T= 1,U= 0. 25,V= 0. 95,W= 0. 2,C1 = 1,C2 = 1. 1.在 [0, 1]的 100

个等距节点 0= t0 <… < t99 = 1上获得数据 Mi , Fi .用这些数据进行两个数值试验 .

(Ⅰ ) 设T,U,V,W已知 , 99对数据 Mi ,F i ( i = 1,… 99)估计 C1 ,C2 .

在此用三次样条插值 (自然边界条件 )拟合数据 mi = Mi
1 /2

, f i = Fi
1 /2

.按样条插值求积

公式确定∫
t

0
m (s ) ds和∫

t

0
f (s ) ds在 t = ti的值 ,由 ( 6)式算得 c2然后令 C2 = c2

2 .类似地按 c1

= - ∑
N

i= 1

( - Mi + UFi - mi ) /N ,计算 c1 ,令 C1 = c1
2 ,结果为 C1 = 1. 01,C2 = 1. 10.

(Ⅱ ) 设 C1 ,C2为已知 ,由数据 Mi , Fi ( i = 1,… , 99)估计 T,U,V,W.

由 ( 7)解得T= 0. 49,U= 0. 12. 类似地 ,由

- ∑
N

i= 1

Fi
2　　∑

N

i= 1

MiFi

- ∑
N

i= 1
FiMi　　∑

N

i= 1
Mi

2

V

W
=

∑
N

i= 1

Fi ( f i - c2 )

∑
N

i= 1
Mi ( f i - c2 )

( 9)

解得V= 0. 45,W= 0. 08 (均用选主元法求解 ) ,最后转换成模型 ( 1)中的参数估计 (注意

( 1)、 ( 3)中参数的关系 ):T= 0. 98,U= 0. 24,V= 0. 90,W= 0. 16.

总结之 ,如表 1.

表 1　数值试验结果

项 　目 T U V W C1 C2

模型值 1 0. 25 0. 95 0. 2 1. 0 1. 1

计算值 (Ⅰ )
设为已知

1 0. 25 0. 95 0. 2
1. 01 1. 10

计算值 (Ⅱ ) 0. 98 0. 24 0. 90 0. 16
设为已知

1. 0 1. 1

误差主要来源是:① 试验模型生成试验已有数据的误差 ;② 数值积分误差 ;③ 解线性

方程组的误差 .显然实际应用时主要注意② ,因为数据是给定的 ,而线性方程组仅仅是二阶

的 .总的看来 ,这一方法理论清晰 ,操作容易被技术人员接受与实现 ,数值结果也可以接受 .
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