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周期为素数 q= 4t+ 1序列的
伪随机性能分析
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摘　要　分析了有限域中二次元素的某些性质并介绍了长度为奇素数的伪随机序列的构造 ,

证明了这些序列的自相关函数 ,推导出素数 q= 4t+ 1序列的功率谱密度表达式 ,分析了它们的

游程特性 .
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伪随机序列在电子技术各领域得到广泛的应用 , 常用的伪随机序列是 m序列和 M序

列 ,但是它们的长度受限于 2r - 1或 2r (r是大于 1的整数 ) .在有限域理论基础上 ,可以构成

周期长度为奇素数的伪随机序列 .本文介绍周期为素数 q = 4t + 1序列的构成和它的随机

性能分析 ,着重分析这些序列的功率谱和游程特性 .

1　奇素数有限域、二次元素和二次特征函数

奇素数 q是大于 2的素数 ,可以表达为素数 q = 4t+ 1和素数 q= 4t - 1两种形式 ( t为

正整数 ) .奇素数有限域 GF( q)上的二次元素是满足下式的整数:

n≡ Zi
2
( mod q) , Zi∈ GF (q)且 Zi ≠ 0 ( 1)

不满足止式之整数称为非二次元素 . 在 GF( q) = ( 0, 1,… , q - 1)的非零元素中 ,有一半是

二次元素 ,这些二次元素的集合可用 D表示 ;另一半是非二次元素 ,这些非零的非二次元素

集合可用 D表示 .奇素数有限域 GF (q)上的二次特征函数J(z )定义为 [ 1]:

J(z ) =

0,　　 z = 0

1,　　 z∈ D

- 1,　z ∈ D

( 2)

二次特征函数 J(z )有如下性质 [2 ]:

∑
z∈ GF( q)

J(z ) (z + a ) = - 1,　　a∈ GF (q) ,a≠ 0 ( 3)

J(z ) = J( - z ) ,　　　　 z∈ GF (q) ,q = 4t+ 1 ( 4)

　　为了下面分析 , 我们证明二次元素还有如下性质 .
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性质 1　在奇素数有限域 GF (q )的非 0元素集合 GF
*
(q) = ( 1,… ,q - 1)中 ,若 q = 4t+

1,则二次元素是对称分布的 , 即:

q - a∈ D ,　　a∈ D

q - a∈ D ,　　a∈ D
( 5)

　　其中 D为二次元素集合 .

证明　由 q = 4t + 1,根据 ( 4)式 ,则有J(a ) = J( - a ) → J (a ) = J(q - a )

故若 a∈ D则 q - a∈ D;若 a∈ D则 q - a∈ D.即 ( 5)式 .

性质 2　设 D为奇素数有限域 GF (q)的二次元素集合 , D为非 0的二次元素集合 ,则

若 a ,b∈ D ,　　　 则 ab∈ D ( 6)

若 a ,b∈ D ,　　　 则 ab∈ D ( 7)

若 a∈ D ,b∈ D ,　则 ab∈ D ( 8)

证明　有限域 GF (q)非 0元素集合 GF
* (q)是循环乘法群 ,设T为乘法群的生成元 ,则Tq - 1

= 1,根据式 ( 1)的二次元素定义 ,二次元素必为生成元T的偶次幂 ,而T的奇次幂不是二次

元素 .设 a = Ti ,b = Tj ,若 a,b∈ D ,则 i , j均为偶数 , i+ j也为偶数 .如果 i+ j≤ q - 2,则

ab = T
i+ j

∈ D.如果 i + j≥ q - 1, ,设 i+ j≡ r ( mod q - 1) , 0≤ r < q - 1.因为 q - 1

是偶数 ,则 r仍为偶数 .考虑到Tq- 1 = 1,所以 ab = Ti+ j = Tr ∈ D. ( 6)式得证 .以此类推可证

( 7) , ( 8)式 .

2　长度为奇素数的伪随机序列的结构及产生

设奇素数有限域为 GF( q) = { 0, 1,… ,q - 1}构成对应的序列

A = {ai } = {a0 ,a1 ,… ,aq- 1} = { - 1,J( 1) ,J( 2) ,… ,J (q - 1) } ( 9)

例 q = 13 = 4t + 1, t = 3

奇素数有限域为 GF ( 13) = ( 0, 1, 2,… , 12) ,GF ( 13)中二次元素集合 D和非二次元素

集合 D分别为:

D = { 1, 3, 4, 9, 10, 12} ,　 D = { 2, 5, 6, 7, 8, 11}

构成长度为 13的序列为:

A = { - 1, Χ ( 1) , Χ ( 2) , … , Χ ( 12}

= { - 1, 1, - 1, 1, 1, - 1, - 1, - 1, - 1, 1, 1, - 1, 1}

此序列是关于首项 - 1对称的 , 即 , J( 1) = J( 12) ,J ( 2) = J( 11) ,… .

3　素数 4t+ 1序列的自相关函数和功率谱

素数 4t + 1序列的自相关函数 R (f)为三值函数 [1 ] :

R (f) =

1　　　f= 0

- 3 /q　f∈ D

1 /q　　f∈ D

( 10)

　　从自相关函来看 ,这种 q = 4t+ 1的素数序列有着良好的类似噪声的性质 .下面还可从

功率谱和游程特性进一步证实这个结论 .

周期波形的功率谱与与自相关函数是一组富氏变换对 ,对自相关函数进行富氏变换可
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求得奇素数序列的功率谱 .设这种序列对应的二进制码元宽度为 t0 ,序列的自相关函数是三

值的 ,如图 1所示 .

图 1　 周期 q = 4t + 1序列自相关波形

图中假设 1, 4,… ∈ D; 2, 3,… ∈ D ,将自相关函数 R (f)分解为如图 ( b, c, d) 3个波形 .

R (f) = R1 (f) + R2 (f) + R3 (f) ,其中 , R1 (f)是一个三角形脉冲串 ,位于f= mqt0处 ,m =

0, 1, 2,… .每个三角形底为 2t0 ,高为 1+ 3 /q. R2 (f)是 (q - 1) /2个三角形脉冲串 ,每个三角

形顶点位于f/t 0 = i处 , i∈ D ,图 1b中 i = 2, 3,… ,q - 3,q - 2) ,三角形底为 2,高为 4 /q.

R3 (f)处是一直线 ,位于 - 3 /q处 .求解 Rj (f) , j = 1, 2, 3的富氏变换 ,就可得到序列的功率

谱 Sj ( f ) , ( j = 1, 2, 3) .

S1 ( f ) =
q+ 3
q
2

sinπf t0
πf t0

2

∑
∞

n= - ∞
W( f -

c
qt 0

S2 ( f ) =
4
q
2∑
i∈ D

( exp( - j 2πf it0 ) )
sinπf t0
πf t0

2

∑
∞

n= - ∞
W( f -

c
qt0

)

S3 ( f ) = -
3
q

W( f )

其中 S2 ( f )中每一项乘以相应的因子 exp(- j 2πf i t0 ) .这是因为 R2 (f)每个三角形相对于原

点有一位移f= i ,这里 i不是二次元素 ,即 i∈ D.由此可得奇素数 q = 4t+ 1序列的功率谱

S ( f ) =
q + 3
q
2 +

4
q
2∑
i∈ D

( exp( - j 2πf i t0 )
sinπf t0

πf t 0

2

∑
∞

n= - ∞
W f -

n
qt0

-
3
q

W( f ) ( 11)

考虑离散谱线处的频率 f = n /qt 0 .按照 ( 5)式 ,有 i∈ D ,q - i∈ D ,则:
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∑
i∈ D

( exp( - j 2πf it0 ) = ∑
i∈ D

( exp( - j 2πni /q) = ∑
i∈ D

cos ( 2πni /q) ( 12)

在不同谐波次数 n处 , ( 12) , ( 11)式表达如下:

( 1)　当 n = 0时 ,∑
i∈ D

cos ( 2πni /q) = ( q - 1) /2;　　 S ( 0) = 1 /q
2

( 2)　当 n ( mod q) ∈ D时 ,因为 i∈ D ,设 k = ni ,按照 ( 8)式 ,则 k ( mod q) ∈ D ,

∑
i∈ D

co s ( 2πni /q) = ∑
k∈ D

co s ( 2πk /q)

　S ( f ) = C1
sinπf t0

πf t0

2

∑
∞

n= - ∞
W( f -

n
qt0

)

其中 C1 =
q+ 3
q
2 +

4
q
2∑
k∈ D

cos ( 2π
k
q
)

( 3)　当 n ( mod q) ∈ D ,按照 ( 7) ,使用上面类似方法可得

S( f ) = C2
sinπf t 0
π f t0

2

∑
∞

n= - 8
W( f -

n
qt0

)

其中 C2 = q+ 3
q
2 + 4

q
2∑
k∈ D

cos ( 2π k
q
)

例　q = 17, GF (q) = ( 0, 1, 2,… , 16)

D = { 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16} ,　D = { 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14}

伪随机序列

A = {- 1, 1, 1, - 1, 1, - 1, - 1, - 1, 1, 1, - 1, - 1, - 1, 1, - 1, 1, 1}

∑
k∈ D

co s ( 2πk /q) = 1. 56; ∑
k∈ D

cos ( 2πk /q) = - 2. 56

C1 = 3. 38× 10- 2 ,　　　　　　C2 = 9. 08× 10- 2

所以 n = 0　　　　　　　 S ( 0) = 1 /172 = 0. 35× 10- 2

n ( mod 17) ∈ D　　 S ( f ) = 3. 38× 10
- 2 sin nπ /17

nπ /17

2

n ( mod 17) ∈ D　　 S ( f ) = 9. 08× 10
- 2 sin nπ /17

nπ /17

2

这个序列的功率谱如图 2.由图 2可见 ,q = 4t+ 1素数序列的功率谱是离散线性谱 .直

流分量为 1 /q2.各谱线之间的间隔为码的基频 f 0 = 1 /qt0 = 1 /T ( T为码重覆周期 ) .谐波谱

图 2　 周期 q = 4t + 1序列功率谱
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线的包络有 2个 .若谐波次数 n是 GF (q)上的二次元素 ,即 n ( mod q) ∈ D ,这些谱线的包络

是 C1 ( sinπf t0 /πf t0 ) 2 ,而谐波次数 n不是 GF ( q)上的二次元素 ,即 n( mod q)∈ D ,这些谱线

的包络是: C2 ( sinπf t0 /πf t0 ) 2.这 2个包络幅度 C1 ,C2的平均值为:

C1 + C2

2
= q+ 3

q
2 + 2

q
2 ∑

k∈ D

cos 2πk
q

+ ∑
k∈ D

cos 2πk
q)

= q+ 1
q
2

为了分析这种序列功率谱特性 , 这里列出周期长度为 q的 m序列的功率谱
[3 ]
:

S ( f ) =
q + 1
q
2

sinπf t 0

πf t0

2

∑
∞

n= -∞
W f -

n
qt0

-
1
q

W( f ) ( 13)

其中 t0是序列对应的二进制码元的宽度 ,序列的功率谱见图 3,这种功率谱是线状谱 ,各谱

线强度的包络为 [ (q + 1) /q2 ]  ( sinπf t0 /πf t0 ) 2 ,直流量为 1 /q2 .

图 3　m序列功率谱

比较 ( 11)和 ( 13)式 ,图 2和图 3,可以发现素数 q = 4t+ 1序列与 m序列功率谱相似 ,

其直流分量相同 ,为 1 /q2 ,谐波谱线包络均为 ( sinπf t 0 /πf t0 ) 2 ,m序列功率谱包络只有 1个 ,

素数 q = 4t + 1的序列包络有 2个 ,但是 2个包络幅度的平均值与 m序列功率谱一个包络

的幅度机同 ,为 (q+ 1) /q2 .

4　序列元素的统计特性

序列元素的统计特性反映了序列的随机性能 .同种元素连续出现 n次叫做一个长度为 n

的元素游程 .素数 q = 4t+ 1序列 ,当 q < 100时的各种游程数统计见表 1.

表 1　q = 4t + 1序列的游程统计

t q
游 程 长 度

U1 U2 U3 U4 U5 U6

总游程数

1 5 3 1 4

3 13 5 2 0 1 8
4 17 5 3 2 10

7 29 9 3 2 2 16
9 37 11 4 2 3 20

10 41 11 7 2 0 2 22
13 53 15 7 4 0 0 2 28

15 61 17 8 4 0 2 1 32
18 73 19 8 6 5 38

22 89 23 13 4 4 0 2 46
24 97 25 12 8 3 0 2 50
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　　分析上表数据可得出这种序列游程统计特性一般规律:

( 1)在一个周期 q = 4t+ 1内 ,元素 1出现 ( q - 1) /2= 2t次 ,元素 - 1出现 (q+ 1) /2

= 2t+ 1次 . - 1比 1多出现一次 .

( 2)设各个不同长度游程的总数为 U ,在一个周期 q = 4t+ 1内 ,U = (q+ 3) /2 = 2t

+ 2次 .其中 1, - 1的不同长度游程各占一半 .

( 3)长度为 1的游程 U1占总游程一半左右 ;当 t为偶数时 ,U1 = U /2= t+ 1;当 t为奇

数时 ,U1 = (U /2) + 1 = t+ 2.

( 4)长度为 2的游程 U2占总游程的四分之一左右: U2≈ U /4.

( 5)随着游程长度的增加 ,游程数总趋势逐步递减 .也有例外 ,如有些长度游程不存在 .

结论: 在素数有限域上可以构成周期长度为 q= 4t+ 1的序列 , 这些序列有着比较好的

(三值 )自相关函数 .将上述素数 q= 4t+ 1序列游程特性与 m序列游程特性 [4 ]相比较可发现

两者的功率谱和游程统计特性很相似 . 所以 , 这些序列有良好的伪随机性 , 与 m序列相比

较 , 这些序列的周期长度比较多 , 在 100以内 , q= 4t+ 1奇素数有 11个: 5, 13, 17, 29,

37, 41, 53, 61, 73, 89, 97. 而 m序列的长度只有 5个: 3, 7, 15, 31, 63. 不同奇素

数周期长度的序列可以满足各种技术领域特殊需要 .
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An Analysis of Pseudorandom Properties of Sequence

with Prime Number Periods q= 4t+ 1

Wang Yongcheng
 

Abstract　 Some properties o f quadratic elements in the odd prime number fini te field a re

obtained. The const ruction of PN sequences wi th prime number periods q= 4t+ 1 are int ro-

duced and thei r autoco rrelation functions are concisely determined. Pow er spect ral density

expressions of the above sequences are established and thei r run properties are analy zed.

Keywords　 fini te field, PN sequence, autoco rrelation function, pow er spect ral densi ty
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