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全 明 确 环
 

姚新 钦
(广州业余大学数学系 , 广州 510230)

摘　要　用扭论—— 当代环与代数研究的重要工具 , 刻画了全明确环的结构和全明确环的同

态像 , 解决了 “所有 R-模的平凡扭部分” 问题 . 证明了全明确环结构定理 , 以及全明确环上矩

阵环是全明确环 .
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探索环与代数结构的现代方法之一 , 就是建立在环上的扭论
[ 1～ 3]

. 通过它即研究环的

外部特性 , 可以刻画环的内部特征 .

本文中 R指具有单位元的结合环 ,R-模指左幺模 . R-tors表示由 R上全体左正合扭论

作成的集合 , R-pret表示由 R上全体左正合预扭论作成的集合 .

a(M )表示模 M在 R-tors中生成的扭论 [1 ] . e[M ]表示在 R-mod中由全体 M-子生成的

模组成的子类 . Tf≡ {M∈ R-mod|f(M ) = M } , Ff= {M∈ R-mod|f(M ) = 0}. 1∈ R-tors

表示最大扭论 , T 1 = R-mod; 0∈ R-tors表示最小扭论 , F 0 = R-mod .

R-模 M称为明确模
[4, 5 ]

, 如果对于每个f∈ R-tors均有f(M ) = M或者f(M ) = 0.

R-模 M称为强明确模
[ 5]
,如果对于每个f∈ R-pret均有f(M ) = M或者f(M ) = 0.

定义　环 R称为全明确环 , 如果每个 R-模都是明确模 .

Artin局部环 A有这样的性质 [6 ]: J ( A)是幂零理想 ; A /J ( A )是除环 . Bican [4 ]等提出

“环的平凡扭部份”问题:环 R是 (左 )R-明确模的充要条件是 J (R )左 T-幂零 ;并且 R /J (R )

是素环 .更一般地 ,为了解决“所有 R-模上的平凡扭部分”问题 ,本文得到下面的全明确环结

构定理

定理 1　全明确环结构定理 .下列条件等价:

( 1) R是全明确环 ;

( 2)每个有限生成的 R-模都是明确模 ;

( 3) R-tors只含有 0和 1;

( 4) R是右完备环 ,并且所有左 R-单模都同构 ;

( 5) J ( R )是 R的唯一极大双边理想且左 T-幂零 ; R /J ( R )是 Artin单环 .

证明　 ( 3)→ ( 1)→ ( 2)显然 .
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( 2)→ ( 3):如果 0≠f∈ R-tors ,可取 0≠ M∈ Tf, 0≠ m∈ M .对任意 A∈ R-mod ,

a∈ A,因 Rm Ra是明确模 ,且f(Rm Ra )≠ 0,所以 Rm Ra∈ Tf,Ra∈ Tf, A∈ Tf.

最后f= 1.

( 5) → ( 4): 这时 R是右完备环 .另外 ,因为每个 R-单模均可看作 ( R /J ( R ) ) -单模 ,而

R /J (R )是 Ar tin单环 ,其上所有单模都同构 ,所以 ,所有 R-单模都是 (R /J (R ) ) -同构的 ,从

而也是 R-同构 .

( 4)→ ( 3): 设 0≠f∈ R-tors ,则存在 R-单模 M∈ Tf,所以a(M )≤f.但是全体 R-单

模都同构 , 所以在 R-pret中有 Soc
[5 ]
≤a(M )≤f,因此Soc≤f;另一方面 , 因为 R是右完

备环 ,所以 FSoc = 0,即 Soc = 1,从而 f= 1.

( 3)→ ( 5)∶首先 ,所有 R-单模皆同构 ;另外 ,如果 a∈ R ,由 R的乘闭子集 { 1= a0 ,a1 ,

a
2 ,… }确定的扭论

fa =
1　 (a是幂零元 )

0　 (a不是幂零元 )

　　取 A = {a∈ R|RaR是 R的 ni l-双边理想 } ,它是 R的最大的 nil -双边理想 .如果 r 

A,那么存在 b∈ RrR不是幂零元 ,这时fb = 0,但是 R /RbR∈ Tf
b
,所以 R = RbR≤ RrR ,

即 R= RrR , A是 R的唯一极大双边理想 .最后 ,因为 J ( R )包含所有 nil -理想 ,所以 J (R )≥

A即 J ( R ) = A.

注意到 Soc≠ 0,从而 Soc = 1,即所有非零的左 R-模 M都有 Soc (M )≠ 0.由文 [6]定

理 11. 6. 3, J (R )左 T -幂零 .以下只需证明 R /J ( R )是半单环 ,从而是 Artin单环 .

设 R/J ( R ) .假定 SocR ( R)≠ R, I是包含 Soc (R)的极大左理想 .因为 Soc( R)是 R

的本质左理想 ,因此 I也是 .如果 S是 R的单左理想 ,那么由于 J ( R) = 0,存在 R的极大

左理想 K使得

S∩ K= 0,这样 , R= S K, S R/K(作为 R-模 ) .

　　另外 , 因为 SingR( R/I) = R/I,而 SingR( S) = 0,所以 S与 R/I作为 R-模 ,从而

也作为 R-模 ,不同构 .但它们都是 R-单模 .证毕 .

命题　环 R是全明确环 ,当且仅当 J ( R)左 T -幂零 ;并且 R /J ( R )是 Artin单环 .

这可以从定理 1的 ( 5)→ ( 4)中看出 .

推论　 Artin局部环是全明确环 .

域 F上的矩阵环 ( F )n是全明确环 ,但不是局部环 .

定理 2　全明确环的同态像 (剩余类环 )也是全明确环 .

设 R是全明确环 , R= R /a是 R的一个同态像 ,这里 a是 R的双边理想 ,由定理 1之 ( 5) ,

a≤ J ( R ) ,而 J ( R ) = J ( R ) /a是 R的唯一极大双边理想 ,并且是 T-幂零的 .最后 , R /J (R )

 R /J (R )是 Artin单环 .

例　定理 1中的条件 ( 2)不能减弱成“每个循环左 R-模都是明确模” .

比如 ,R = Q < x > 是域 Q上关于 x的形式幂级数环 .它的每个理想都具有形式 ( xk ) ,

k = 0, 1, 2,… 而每个循环 R-模具有形式 R / (xn )记作 Rx-. Rx-的每个子模具有形式 Rx-k .

设f∈ R-tors ,C = Rx- ,f(C )≠ 0,则f(C ) = Rx-
k
( 0≤ k < n ) .但 Rx-
n - 1
≤ Rx-
k
∈ Tf,

又因 Rx-k- 1 /Rx-k Rxn - 1 ,所以 Rx-k- 1 /Rx-k ∈ Tf, 由于 Tf扩张闭 , Rx-k- 1∈ Tf.

对 k作归纳 ,经有限步骤后 ,得到 Rx-∈ Tf即 C∈ Tf,所以 C是明确 R-模 .但是 R不满
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足 J ( R )左 T-幂零条件 , 因为 J ( R ) = (x )≠ 0而 R是整环 .

定理 3　下列条件等价:

( 1)每个 R-模都是强明确模 ;

( 2)每个有限生成 R-模都是强明确模 ;

( 3) R-pret只含有 0和 1;

( 4) R是 Artin单环 ;

( 5) R是全明确环 ,并且 J ( R ) = 0.

证明　 ( 1) ( 2) ( 3)与定理 1类似 , ( 5) ( 4)→ ( 3)较明显 .

( 3)→ ( 4):设 A≠ R是 R的双边理想 ,那么e[R /A ]≠ 0,从而e[R /A ] = 1.所以存在

自然数 n使得 R嵌入 ( R /A ) (n ) .当然必须 A = 0,即 R是单环 .但是 0≠ Soc∈ R-pret ,所以

Soc= 1,即 Soc( R ) = R .

定理 4　全明确环上的矩阵环也是全明确环

证明　环 R的双边理想与矩阵环 (R )n的双边理想一一对应:

A ------→ ( A )n

如果 R是全明确环 ,根据上面命题 ,J ( (R )n )也是左 T-幂零的 ; ( R)n /J ( (R )n )也是 Artin

单环 .
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Full-Decisiv e Rings

Yao X inqin
 

Abstract　 Full-decisive ring is described in terms o f to rsion-theo ries, w hich is now aday a

pow erful to ol in modern algebraic resea rches, and solves the problem that to rsion part o f

any R-module is t rivial. The autho r obtains the full-decisiv e rings st ructure theoriem and

proves that remainders and matries ring s over a full-decisiv e ring a re also full-decisiv e.
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