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线段自映射的拓扑熵为零的充要条件
 

耿祥 义
(中山大学数学系 ,广州 510275)

摘　要　 设 f 是闭区间上的连续自映射 ,那么 f 的拓扑熵等于零当且仅当对 f 的任意回归点

是 2的方幂型的 .
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I表示 [0, 1]闭区间 ,C0 ( I , I )表示 I到 I的连续自映射的全体 .设 f ∈ C
0 ( I , I ) , x∈ I关

于 f的正向轨道记为 O
+
f ( x ) = {x , f ( x ) , f 2 (x ) ,… , f n (x ) ,… } .这个序列有什么性质 ,是人

们研究迭代过程时所关心的主要问题之一 . f 的拓扑熵 ,周期点 ,回归点等概念都是为研究

这一问题而引进的重要概念 . x ∈ I称为 f 的 n-周期点 ,假如 f
n (x ) = x ,但对一切的 1≤ k

≤ n - 1, f k (x )≠ x . 当 n = 1时 ,n - 周期点就是不动点 . x∈ I称为 f的回归点 ,假如存

在正整数序列 {ni } ,使得序列 { f n
i (x ) }收敛到 x .回归点是周期点的自然推广 ,对于回归点

x ,存在什么样的序列 {ni } ,能使得序列 { f ni ( x ) }收敛到 x是人们自然关心的问题之一 .称回

归点 x是 2的方幂型的 ,假如存在正整数序列 {mi } ,使得序列 { f
2mi
(x ) }收敛到 x .下述结果

是已知的
[ 1, 2]

: f ∈ C
0
( I , I ) , f的拓扑熵为零当且仅当 f的任意周期点的周期都是 2的方幂 .

当 f 的拓扑熵为零时 , f 的周期点是 2的方幂型回归点 ,本文证得下述定理 1.

定理 1　 f的拓扑熵为零当且仅当 f的任意回归点都是 2的方幂型的 .

对于一般的紧致动力系统 (X , f ) ,即 X是紧致度量空间 , f是 X到 X的连续映射 , f的回

归点集一定非空 ,但周期点集可能是空集 .因此 ,对一般的紧致系统 (X , f ) , f的拓扑熵与回

归点的“回归序列”存在怎样的关系是一个值得探讨的问题 .

记 ( f ) ,Λ( f ) ,R ( f ) , P ( f ) ,h ( f )分别表示 f的非游荡集 ,k-极限集 ,回归点集 ,周期

点集和拓扑熵 .详细定义可参见文 [1] .

1　有关引理

引理 1　 f ∈ C
0 ( I , I ) ,若存在点 t∈ I及 f的不动点 p ,使得

f
n ( t )≤ p < t < f ( t )

或 f
n ( t )≥ p > t > f ( t )
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对某 n≥ 2成立 ,则存在闭区间 J 1 , J 2 , J 1和 J 2至多相交一点 ,使得

f (J 1 )∩ f (J 2 ) J 1∪ J 2

从而 h ( f ) > 0.

证明　不妨设存在点 t及 f的不动点 p ,使得

f
n
( t )≤ p < t < f ( t )

对某 n≥ 2成立 .

如果 a < b < c三点满足:

f (a )≤ a , f (c )≤ a , f (b)≥ c

或 f (c)≥ c, f (a )≥ c, f (b )≤ a

则称 a ,b, c为 f 的一个“马蹄组” .这里只须证明 f 存在马蹄组 .

设 n是满足

f
n
( t )≤ p < t < f ( t )

的最小正整数 .

记　　C = { x ∈ {t , f ( t ) ,… , f n - 1 ( t ) }: p < x < f (x ) }

则 C是非空有限集 .

设 u = f
k ( t ) ,其中 k = max { j: f j ( t )∈ C , 0≤ j≤ n - 1}.记 v = f (u ) ,那么一定有 f (v ) <

v , ( f (v )≠ v ,否则对任意 i , f i ( t )≤ p不成立 ) .

以下分三种情况 .

( 1) f (v )≤ p ,则 p < u < v是 f 的一个马蹄组 .

( 2) p < f (v ) < u ,根据 u的取法必有 f
2
(v )≤ f (v )

从而 f (v ) < u < v是 f的一个马蹄组 .

( 3) u < f (v ) < v ( f (v )≠ v ,否则对任意 i , f i ( t )≤ p不成立 ) .

记　　D = {x ∈ {v , f (v ) , f 2 (v ) ,… , f n- 2 (v ) , f n - 1 ( t ) }: u < f (x ) < x≤ v }

则 D是非空有限集 (D至少含有 v ) .

设 y = f
k (v ) ,其中 k = max { j: f j (v ) ∈ D , 0≤ j≤ n - 1}

记 z = f ( y ) .那么由 u和 y的取法可知 f (z ) < u .如果 f (z )≤ p ,则 p < u < z为 f

的一个马蹄组 .若 p < f (z ) < u ,那么由 u的取法可知 f
2
(z )≤ f (z ) .从而 f (z ) < u < z为

f 的一个马蹄组 .

设 x ∈ I ,O+f (x ) = {x , f (x ) ,… , f n (x ) ,… }称为关于 f是强可分的 ,如果在区间 (x ,

f (x ) )或 ( f (x ) , x )中存在 f的不动点 z ,使得对任意 y∈ O
+
f ( x ) , f ( y ) > z当且仅当 y < z .

引理 2
[3 ]
　设 f ∈ C

0
( I , I ) ,h ( f ) = 0,那么对任意的 x ∈  ( f ) - P ( f ) ,及任意的自

然数 n ,O
+
f
n (x ) ,关于 f

n
是强可分的 .

引理 3　设 f ∈ C
0
( I , I ) ,h ( f ) = 0,那么对任意的 x∈  ( f ) - P ( f ) ,序列 { f

2n

( x ) }至

多有两个极限点 .如果 { f 2
n

(x ) }有两个极限点 s1 , s2 (s1 < s2 ) ,那么 x ∈ [s1 , s2 ].

证明　假设序列 { f
2n

(x ) }存在三个极限点 s1 , s2 , s3 (s1 < s2 < s3 ) .如果 x = s2 ,我们不妨

假设存在 {mi } ,使得

f
2mi
( x ) > x , f

2mi
(x )→ x ( i→∞ ) .

那么存在正整数 n0 ,使得
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x < f
2n0 ( x ) < s3 .

由引理 2可知 ,当 n > n0时 ,有 f
2n (x ) < f

2n0 ( x ) .这与 s3是 { f 2
n

(x ) }的极限点矛盾 .根据引

理 2不难得知 x < s2和 x > s2也不能成立 .因此 { f 2
n

( x ) }至多有两个极限点 .设 s1 , s2 (s1 <

s2 )是 { f
2n

(x ) }的两个极限点 ,由引理 2可知 , x ∈ [s1 , s2 ].

2　定理 1的证明

设 f ∈ C
0 ( I , I ) ,h ( f ) = 0.任取 x ∈ R ( f ) ,来证明 x是 2的方幂型的回归点 .根据文

[1, 2 ]结果 ,不妨假设 x ∈ R( f ) - P ( f ) .

根据引理 3,分以下两种情形 .

( 1) { f
2n

(x ) }只有一个极限点 .设

lim
n→∞

f
2
n

(x ) = y

假如 y≠ x ,不妨设 y < x ( y > x时 ,证明类似 ) .这时存在 n0 ,使得 n≥ n0时 f
2n (x ) < x .

根据引理 2,对任意 n≥ n0 ,必有 f
2n

(x ) < y ,否则与 f
2n

(x )→ y矛盾 .由引理 2,有

f
2n0 ( x ) < f

2n0+ 1

(x ) < f
2n0+ 2

( x ) < … < f
2n0+ m- 1

( x ) < f
2n0+ m

(x ) < … < y < x

再由引理 2,有

1) f
p 2

m

(x ) < f
2
m+ 1

(x ) < y (m≥ n0 , p是任意奇数 )

对于 1≤ m < n0 ,如果 f
2m ( x ) < x ,由引理 2可知 ,存在 f

2m (x )的不动点 tm ,使得对任意奇

数 p有

f
p 2m

(x ) < tm < f
2n0
( x ) < y

如果 f
p 2

m

(x ) > x ,那么存在 f
p 2

m

(x )的不动点 sm , sm > x ,使得对任意奇数 p有

x < sm < f
p 2m ( x )

从而存在 s0 , s0 > x ,使得对任意奇数 p和 1≤ m < n0 ,有

2) x < s0 < f
p 2m (x )或 f

p 2m ( x ) < y < x

由 1) , 2)式可知 ,存在W> 0 ,使得对任意偶数 q,有

3) |f q (x ) - x|> W

因为 x ∈ R ( f ) - P ( f ) ,由引理 2可知 ,存在偶数序列 {mi } ,使得

lim
n→∞

f
m
i (x ) = x

这与 3)式矛盾 .故必有 y = x .

( 2) { f 2
n

(x ) }有两个极限点 s1 , s2 (s1 < s2 ) .由引理 3,有 x ∈ [s1 , s2 ]假如 x≠ s1 , s2 ,由

于 [1 ]
P ( f ) = R ( f )故存在充分接近 x的周期点 p,设其周期为 2m .如果 x < p ,那么存在 n2

> n1 > m , 使得

f
2n 1
(x ) < x < p < f

2n2
( x )

如果 x > p ,那么存在 m 2 > m1 > m ,使得

f
2m 2 (x ) < p < x < f

2m 1 (x )

由引理 1可知 , h ( f ) > 0,与 h ( f ) = 0矛盾 .故必有 x = s1或 x = s2 .

由文 [1, 2 ]可知充分性成立 .
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注 1　设 f ∈ C
0
( I , I ) ,h ( f ) = 0, x ∈ R ( f ) - P ( f ) .由定理 1 ,不妨假定存在序列

m1 < m 2 <… < mi <…

使得

f
2
m
1 ( x ) < f

2
m
2 ( x ) < … < f

2
m
i (x ) <… < x

并且

lim
n→∞

f
2
m
i ( x ) = x

对每个 mi ,存在 ki ,使得 mi+ 1 = mi + ki ,由引理 2,对任意奇数 p ,有 .

f
2mi
( x ) < f

2ki p 2mi
(x ) = f

p2mi+ 1
(x ) < x

从而 ,对任意奇数 p ,有

lim
n→∞

f
p 2

m
i (x ) = x

注 2　设 f ∈ C
0 ( I , I ) ,则 [4 ]

f 是非混沌的 ( Li - Yo rk意义下 )当且仅当对任意 x ∈

Λ( f ) ,序列 { f
2n

( x ) }收敛到 x .
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Necessary and Sufficient Condition for Topological Entropy

o f M aps of the Interval to be Zero

Geng X iangyi 

Abstract　 Let f deno te a continuous map of a compact interv al to i t self. It is show n that f

has zero topological ent ropy i f and only i f each recurrent point o f f i s squa re pow er type o f

tw o.

Keywords　 topo logical ent ropy , recur rent point
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