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包含区间边界上的奇异值
 

黎 罗 罗
(中山大学科学计算与计算机应用系 , 广州 510275)

摘　要　引入 “双向 SC性质” 的概念 ; 对于具有双向 SC性质的矩阵 A, 论证了以下事实: 若

A的奇异值e位于 Ger schgorin型包含区间的边界上 ,则e必位于每一个 Gerschgo rin型区间的

端点上 .
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设 A = (aij )为 n阶复矩阵 .对 i = 1, 2,… ,n定义

ri = ∑
j≠ i

ai j ,　　 ci = ∑
j≠ i

aji

已有如下 Gerschgo rin圆盘定理 .

引理 1[1 ]　 A的所有特征值都属于复平面上 n个圆盘: Gi = {z ∈ C: z - aii ≤ ri }　

( i = 1, 2,… ,n )的并集 G(A ) = ∪
n

i= 1
Gi .

此外还有 Ostrow ski , Brauer , Brualdi的一系列研究特征值包含区域的定理 .对这些定

理进一步探讨时 ,人们对恰位于包含区域上的特征值十分关注 .例如有

引理 2
[1 ]

　设 A具有性质 SC.若 A的特征值λ在 G(A )的边界上 ,则λ必是每个圆盘 Gi

的边界点 .

A具有 SC性质是指:对任一对指标 p ,q( 1≤ p≠ q≤ n )均存在 m个互异指标 p = k 1 ,

k 2 ,… ,km = q使得 akiki+ 1≠ 0( i = 1, 2,… ,m - 1) .引理 2的证明过程其实还进一步表明:所

论条件下 ,若λ不是任一圆盘的内点 ,则它必同时是每个圆盘的边界点 .

关于方阵 A的奇异值 ,有如下 Gerschgo rin型包含区间定理 .

引理 3[ 2]　设 si = max (ri ,ci ) ,ai = aii ,u+ = max (o ,u ) ,则 A的任一奇异值必属于下

述 Gerschgo rin型区间 (简称 G型区间 )Qj = [ (a j - sj )+ ,ai + sj ]的并集 Q(A ) = ∪
n

j= 1
Qj .

由应用上及理论上完整性的需要 ,本文就位于 Q(A )边界上的奇异值 ,导出与引理 2相

仿的结论 .

首先引入新概念:设 A = (aij )为 n阶复矩阵 ,若对任意指标 p ,q( 1≤ p≠ q≤ n )存在

m个互异指标 p = k1 ,k2 ,… , km = q,使得 ak
i
k
i+ 1

 ak
i+ 1

k
i
≠ 0( i = 1, 2,… ,m - 1) ,则称 A具

有双向 SC性质 .本文的主要结果为以下定理 1.

定理 1　设 A = (ai j )为 n阶复矩阵 ,具有双向 SC性质 ,若 A的非零奇异值e> 0,不是
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任一 G型区间的内点 ,则e必同时是每个 G型区间的边界点 .

为证明定理 1,先证明下面的引理 4.若e是 A的奇异值 ,则存在 2个非零向量 x = ( x 1 ,

… , xn ) T及 y = ( y1 ,… , yn ) T使得

ex = A
*
y ,ey = Ax ( 1)

记 zi = max ( xi , yi ) ,又设指标 p使得 z p = max
1≤ i≤ n

{zi } .

引理 4　设e> 0是 A奇异值 ,且e不是任一 G型区间 Qi的内点 ; p如上所述 .则

1) e必是区间 Qp的边界点 ;

2)若 apj ≠ 0且 ajp ≠ 0,则 z j = z p ,即 z j也取得最大值 max
i
{z i }.

证明　在 ( 1)中取第 p式

exp - ap p yp = ∑
j≠ p

a jp yj

eyp - app xp = ∑
j≠ p

ap jx j

( 2)

不妨设 z p = yp ≥ xp (z p = xp ≥ yp 时证法相仿 ) ,显然 z p > 0(否则 x , y为零向

量 ) ,记Z= x p /yp由 ( 2)式有

Ze- ap p z p ≤ ∑
j≠ p

ajp z j ≤ z p∑
j≠ p

aj p = z pcp

e- Zap p z p ≤ ∑
j≠ p

apj z j ≤ z p∑
j≠ p

ap j = z prp

( 3)

由复数的性质及 Z≤ 1知

e- ap ≤ |Z|e- ap ≤ Ze- app 　　 (e≤ ap )

e- ap ≤ e- |Z|ap ≤ e- Zapp 　　 (e≥ ap )

于是无论如何由 ( 3)式知 e- ap ≤ sp .另方面由设e不是 Qp的内点: e- ap ≥ sp .所以

知 e- ap = sp .计及e> 0知e在 Qp = [ (ap - sp )+ ,ap + sp ]的边界上 ,此为结论 1) .

其次 ,由上述过程知若e≤ ap则

e- ap z p ≤ ∑
j≠ p

a jp z j ≤ z p∑
j≠ p

ajp ≤ z psp

因为 e- ap = sp ,故上式之第 2个不等式实际上是等式 ,于是

∑
j≠ p

a jp (z p - z j ) = 0

易知当 a jp ≠ 0时有 z j = z p .类似地若e≥ ap则可知 ap j ≠ 0时有 z j = zp ,因此无论如何结

论 2)成立 .

定理 1的证明　记号见引理 4.设 q为任一指标 .若 q = p则由引理 4之 1) ,e是 Qp即

Qq的边界点 .若 q≠ p ,由双向 SC性质 ,存在 m个互异指标 p = k1 ,k 2 ,… ,km = q,使得

ak
i
k
i+ 1  ak

i+ 1
k
i ≠ 0( ( i = 1, 2,… ,m - 1) .将引理 4用于 i = 1的情形知e是 Qp的边界点且 zk 2

= z p ;引理 4用于 i = 2的情形知e是 Qk
2
的边界点且 z k

3
= z k

2
= z p ,… ,依此类推知e是 Qq

的边界点 ,由 q的任意性知: e是每个 G型区间的边界点 .

推论 1　若 A的非对角元均不为零 ;e> 0是 A的奇异值且e不是任一 G型区间的内点 ,

则e必同时是每个 G型区间的边界点 .

应用例子　简单的例子如 A=
10　 1

2　 3
,由引理 3知 A的奇异值必属于 G型区间的并
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集 [1, 5 ]∪ [8, 12 ].但引理 3没有表明奇异值能否取得边值值 1, 5, 8或 12.本文定理 1给出

明确的否定回答 .事实上 ,这 4个数中的任一个 ,例如 12,不是每个 G型区间的内点 ,但又不

同时是 2个 G型区间的边界点 .因此 1, 5, 8或 12都不是 A的奇异值 .
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On Marginal Singular V alues on Gerschgo rin-Type Intervals
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Abstract　 The concept of double SC property is int roduced. Let A be a matrix po ssessing

this property. The author proves that if a non-zero singula r v alue of A i s lo cated on the

boundary of the union of G-type inclusion intervals then i t must be loca ted a t the boundary

o f each G-type inclusion interv al.
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