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摘　要　运用 Euler求和公式的改进的不等式形式 ,对于一类离散和∑
n

k= l

f (k ) (尤其发散级数

的部分和 )导出带有 1个常数且联系 Bernoulli数的精确化不等式 , 并由此改进了若干渐近公式

和经典不等式 .
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在离散和的估计中 ,发散级数部分和的估计较难而又引人关注 [ 1 ] .本文吸收了一些经典

著作 [ 2, 3]的思想方法 ,在适当条件下对离散和∑
n

k= l

f (k )导出带有 1个常数且联系 Bernoulli数

的不等式 , 并运用它对一类发散级数部分和进行精确化估算 . 对于某些离散和 , 一些文献

只得到联系阶的渐近公式 [4, 5 ] . 本文对一类这样的离散和 , 尤其发散级数的部分和 , 定量地

给出带有常数的精确化不等式表示 . 由此改进若干渐近公式和经典不等式 . 为此需运用如

下的 Euler求和公式的改进的不等式形式
[6 ]

.

设函数 f (x )在区间 [m ,n ]上存在 2q+ 2阶导数 , 这里 m , n , q都取正整数 (下同 ) , 则

当 f
( 2q ) ( x )与 f

( 2q+ 2) ( x )都非负时 , 有

(- 1)q- 1
eq (m ,n )≤ ( - 1)q- 1 ∑

n

k= m

f (k )-∫
n

m
f ( x ) dx ≤ ( - 1) q- 1

eq+ 1 (m ,n ) ( 1)

eq (m ,n )= f (m )+ f (n )
2

+ ∑
q- 1

k= 1

B2k

( 2k )! f
( 2k- 1)

(n) - f
( 2k - 1)

(m ) ( 2)

其中 , B 2k为 Bernoulli数: B2= 1 /6, B4= - 1 /30, … , 满足 ( - 1)
k - 1

B2k> 0. 当 f
( 2q )

( x )与

f
( 2q+ 2)

(x )都非正时 , ( 1) 式的反向不等式成立 .

1　 2个引理

引理 1　设 l为正整数 , f (x )在 [l ,∞ )上存在 2q+ 2阶导数 , 且 f
( 2q) (x )与 f

( 2q+ 2) ( x )都

非负 (正 ) , f
( 2q- 1)

(∞ )= 0, 又对于 n≥l设

an=∑
n

k= l

f (k ) -∫
n

l
f ( x ) dx-

1
2
f (n) -∑

q- 1

k= 1

B2k

( 2k )!
f

( 2k- 1)
(n) ( 3)

则数列 {an }收敛 , 且当 f
( 2q) (x )与 f

( 2q+ 2) (x )都非负时 , 有
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0≤ ( - 1)
q- 1

( A- an )≤ ( - 1)
q
B2q / ( 2q)! f

( 2q- 1)
(n )　 (n≥l ) ( 4)

其中 , 常数 A= lim
n→∞

an . 又当 f
( 2q) (x )与 f

( 2q+ 2) (x )都非正时 , 有

(- 1)qB2q / ( 2q)! f
( 2q - 1) (n )≤ ( - 1)q- 1 ( A- an )≤ 0　 (n≥l ) ( 5)

证明　设 n> m≥ l , 则当 f
( 2q)

( x )与 f
( 2q+ 2)

(x )都非负时 , 由 ( 1) 式得

0≤ ( - 1) q- 1 ∑
n

k= m

f (k ) -∫
n

m
f ( x )dx -eq (m ,n ) ≤ ( - 1)q- 1 eq+ 1 (m ,n) -eq (m ,n )

又根据 ( 2)和 ( 3)式 , 上式可改写为

0≤ ( - 1) q- 1 (an - am )≤ ( - 1)q- 1
B2q / ( 2q)! f

( 2q- 1) (n ) - f
( 2q- 1) (m ) ( 6)

于是由 f
( 2q- 1)

(∞ ) = 0和柯西收敛准则可推知 {an }收敛 . 再在 ( 6)式中固定 m ,令 n→∞ ,

便可导出 ( 4)式 . 当 f
( 2q ) ( x )与 f

( 2q+ 2) (x )都非正时 ,对 [- f ( x ) ]运用已证的结论 , 即可导出

( 5)式 .

注 1　在引理 1条件下 , 若取 q= 1 (这时 f′(∞ )= 0) , 则当 f″(x )≥ 0, f
( 4) (x )≥ 0时 ,

由 ( 3)与 ( 4)式可得

0≤ A-∑
n

k= l

f (k )+∫
n

l
f ( x )dx+

1
2
f (n)≤ -

1
12
f′(n )　 (n≥l ) ( 7)

其中　　　　 A= lim
n→∞ ∑

n

k= l

f (k ) -∫
n

l
f (x ) dx - 1

2
f (n ) ( 8)

当 f″( x )≤ 0, f
( 4) ( x )≤ 0时 , ( 7)式的反向不等式成立 . 若取 q= 2 (这时 f (∞ ) = 0) , 则

当 f
( 4) ( x )≥ 0, f

( 6) (x )≥ 0时 ,由 ( 3)与 ( 4)式可得

0≤∑
n

k= l

f (k )- A-∫
n

l
f ( x )dx -

1
2
f (n) -

1
12

f′(n)≤ -
1

720
f (n )　 (n≥ l ) ( 9)

其中　　　　 A= lim
n→∞ ∑

n

k= l

f (k ) -∫
n

l
f (x ) dx -

1
2
f (n ) -

1
12
f′(n ) ( 10)

当 f
( 4) ( x )≤ 0, f

( 6) (x )≤ 0时 , ( 9) 式的反向不等式成立 .

引理 2　在引理 1条件下 , 存在Xq∈ [0, 1] , 使

∑
n

k= l

f (k )= A+∫
n

l
f (x ) dx+

1
2 f

(n )+ ∑
q- 1

k= 1

B2k

( 2k )! f
( 2k- 1) (n )+

XqB 2q

( 2q)! f
( 2q- 1) (n ) ( 11)

其中　　　　 A= lim
n→∞ ∑

n

k= l

f (k ) -∫
n

l
f (x ) dx -

1
2 f (n ) -∑

q - 1

k= 1

B2k

( 2k )! f
( 2k- 1)

(n ) ( 12)

证明　因这时 ( 4)和 ( 5)式成立 ,故存在Xq∈ [0, 1 ],使 ( - 1)q - 1 ( A- an )= ( - 1) qXqB2q /

( 2q)! f
( 2q- 1)

(n ) . 再由 ( 3)式即可推出 ( 11)和 ( 12)式 .

2　定理及推论

定理 1　设T≥ 0, 则当T≠ 1时 , 有

1
2nlnTn

1-
1+ T
6n

<∑
n

k= 2

1
k lnTk

-
ln1-T

n
1-T

- CT≤
1

2n lnTn
　 (n≥ 3) ( 13)

其中 , CT= lim
n→∞ ∑

n

k= 2

1
k ln

T
k
- ln

1-T
n

1-T
; 当T= 1时 , 有

1
( 2n+ 1) ln n

<∑
n

k= 2

1
k ln k

- lnln n- C1 <
1

( 2n+ 1 /3) ln n
　 (n≥ 2) ( 14)
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其中 , C1= 0. 794 678 645 4
+

.

证明　设 f (x )= 1 /(x ln
T
x ) , 则易验算在 [2,∞ )上 f″(x ) , f

( 4)
( x ) , f

( 6)
(x )均取正值 ,

且 f′(∞ )= f (∞ )= 0, 故当T≠ 1时把 f (x )代入 ( 7) 和 ( 8) 式可得

0≤ AT-∑
n

k= 2

1
k lnTk

+
ln1-T

n
1-T

-
ln1-T 2
1-T

+
1

2nlnTn
≤

1
12n2

1
lnTn

+
T

lnT+ 1
n
　 (n≥ 2) ( 15)

其中 , AT= lim
n→∞ ∑

n

k= 2

1
k lnTk

- ln
1-T

n
1-T

+ ln
1-T

2
1- T

. 把此式的极限记为 CT,再将此式代回 ( 15)式

可得

1
2nlnTn

-
1

12n2
1

lnTn
+

T
lnT+ 1

n
≤∑

n

k= 2

1
k lnTk

-
ln1-T

n
1-T

- CT≤
1

2n lnTn
　 (n≥ 2) ( 16)

因为当 n≥ 3时 , ln
T+ 1

n≥ ln
T
n, 从而由上式可推知 ( 13) 式成立 . 又当T= 1时 , 把 f (x )

代入 ( 9) 和 ( 10) 式可得

0≤∑
n

k= 2

1
k ln k

- A- lnln n+ lnln 2-
1

2n ln n
+

1
12n

2
1

ln n
+

1
ln

2
n
≤

1
720n4

6
ln n

+
11

ln2
n
+

12
ln3

n
+

6
ln4

n
( 17)

其中 , A= lim
n→∞ ∑

n

k= 2

1
k ln k

- lnln n + lnln 2. 把此式的极限记为 C1 , 再将此式代回 ( 17)式可

得

Δ1

ln n
≤∑

n

k= 2

1
k ln k

- lnln n- C1≤
Δ2

ln n
( 18)

其中 , 　Δ1= 1 / ( 2n )- 1 / ( 12n
2
) - 1 /( 12n

2
ln n) , Δ2= Δ1+ ( 6+ 11 /( ln n )+ 12 /( ln

2
n)+

6 /( ln3
n ) ) ( 720n4 ) . 由于当 n≥ 3时 ln n> 1, 所以 Δ1 (n+ 1 /2)> 1 /2, Δ2 (n+ 1 /6) <

Δ1+ 7 /( 144 n4 ) (n+ 1 /6) < 1 /2.从而由 ( 18)式可知当 n≥ 3时 ( 14)式成立 .又在 ( 18)式中

令 n= 100, 用计算机算出 C1满足: 0. 794 678 645 4 < C1 < 0. 794 678 645 5. 即 C1 =

0. 794 678 645 4+ .从而当 n= 2时 , 直接验证可知 ( 14) 式也成立 .

评注 1　 ( 13) 和 ( 14) 式是新建立的精致不等式 , 尤其 ( 14) 式较为简洁 , 它比起只给出定性表示

的联系阶的渐近公式 [4, 7 ]∑
n

k= 2

1 /(k ln k ) = lnln n+ C1+ O 1 /( nln n) 来说 , 是对 O 1 /(n ln n ) 定量地给出

了精确化不等式表示 . 对于固定的 T≠ 1, 可运用 ( 16) 式对 CT精确估值 .

定理 2　对任意正整数 n≥ 3, 有

ln n
2n+ 1 /3

<∑
n

k= 2

ln k
k

-
1
2

ln2
n - C <

ln n
2n

( 19)

其中 , C= - 0. 072 815 845+ .

证明　设 f ( x )= ln x /x ,则在 [12,∞ )上有 f
(n ) (x )= ( - 1)

n
n!

x
n+ 1 ln x -∑

n

k= 1

1
k

,从而有

f (∞ )= 0, 且 f
( 4) (x )> 0, f

( 6) ( x )> 0.所以由 ( 9)和 ( 10)式得

0≤∑
n

k= 12

ln k
k

- A- 1
2 ln

2
n+

1
2 ln

2 12- ln n
2n

+ ln n- 1
12n2 ≤

6ln n- 11
720n4 　 (n≥ 12) ( 20)

其中 , A= lim
n→∞ ∑

n

k= 2

ln k
k

-
1
2

ln
2
n +

1
2

ln
2

12-∑
11

k= 2

ln k
k

. 把此式的极限记为 C , 并把此式代

回 ( 20) 式可得
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Δ1 ln n≤∑
n

k= 2

ln k
k

-
1
2

ln2
n- C≤

ln n
2n

-Δ2 ( 21)

其中 , Δ1= 1 / ( 2n ) - 1 / ( 12n
2
)+ 1 / ( 12n

2
ln n ) , Δ2 = ( ln n - 1) / ( 12n

2
) - ( 6ln n - 11) /

( 720n
4
) . 由于当 n≥ 12时 , ln n> 2, 所以 Δ1 (n+ 1 /6)> 1 /2, Δ2> 0, 从而由 ( 21)式可知

当 n≥ 12时 ( 19)式正确 . 又在 ( 21)式中令 n= 100,用计算机算出 C= - 0. 072 815 845
+

.

从而当 3≤n≤ 11时 , 直接验证可知 ( 19) 式也正确 .

评注 2　 ( 19) 式比起渐近公式 [4, 7]∑
n

k= 2

ln k
k

=
1
2

ln2 n+ C+ O
ln n
n
有完全类似评注 1的解释 .

定理 3　设T为实数 , 且不是非负整数 , 则当T≠ - 1且 2q> T+ 1时 , 存在Xq∈ [0, 1] ,

使

∑
n

k= 1
k
T
= gT+

n
T+ 1

T+ 1+
n
T

2+ ∑
q- 1

k= 1

B2k

2k

　T

2k- 1
n
T- 2k+ 1

+
XqB2q

2q

　T

2q- 1
n
T- 2q+ 1

( 22)

其中　　　　gT= lim
n→∞ ∑

n

k= 1
k
T-

n
T+ 1

T+ 1
-
n
T

2
-∑

q- 1

k= 1

B 2k

2k

　T

2k- 1
n
T- 2k+ 1 ( 23)

证明　设 f ( x )= x
T, 则当 2q> T+ 1时 , 根据文 [6]的引理 5和 6, f

( 2q) ( x )和 f
( 2q+ 2)

(x )在 [1,∞ )都非负或都非正 . 又因这时 f
( 2q- 1) (∞ )= 0, 所以根据引理 2即知存在Xq∈ [0,

1] , 使∑
n

k= 1

k
T= AT+

n
T+ 1- 1
T+ 1

+
n
T

2
+ ∑

q- 1

k= 1

B2k

2k

　T

2k- 1
n
T- 2k+ 1+

XqB 2q

2q

　T

2q- 1
n
T- 2q+ 1 ,其中 , AT=

lim
n→∞ ∑

n

k= 1

k
T- n

T+ 1

T+ 1
- n

T

2
-∑

q- 1

k= 1

B2k

2k

　T

2k- 1
n
T- 2k+ 1 + 1

T+ 1
. 记gT= AT- 1 /(T+ 1) ,则由此二式

得出 ( 22) 式和 ( 23) 式 .

评注 3　 ( 22) 式是幂和∑
n

k= 1

kT(T≠ - 1)的精确化不等式 , 它是联系阶的渐近公式 [5 ]

∑
n

k= 1

kT= gT+
nT+ 1

T+ 1
+ ∑

q

k= 1

( - 1)k

k

　T

k- 1
Bk nT- k+ 1+ O

1
nq-T- 1 　 ( q> T+ 1)

的精确化 .

注 2　当T为非负整数时 , 已有∑
n

k= 1
k
T
的恒等式

[5 ]
, 这时估值只是平凡情况 . 当T= - 1

时 , ∑
n

k= 1
k

- 1的精确化不等式已由文 [8 ]解决 .

推论　　对任意正整数 n, 有

79

1 920 n
<∑

n

k= 1
k -

4 n+ 3
6 n - C <

80

1 920 n
( 24)

其中 , C= - 0. 207 886 224 9+ .

证明　在 ( 22) 式中取T= 1 /2, q= 2, 又改记常数gT为 C , 并注意 0≤X2≤ 1, 可推出

1

24 n
-

1

1 920n2
n
≤∑

n

k= 1
k -

4 n+ 3
6

n - C≤
1

24 n
( 25)

令 an=∑
n

k= 1
k -

4 n+ 3
6 n -

1

24 n
, bn= an+

1

1 920 n
2

n
.则 ( 25)式等价于 an≤C≤

bn . 且 C是数列 {an }与 {bn }的极限 , 再用初等比较方法可推知 {an }与 {bn }分别严格递增与严

格递减 , 故 an <C <bn , 即 ( 25) 式的严格不等号成立 . 又注意 1 920 n
2

n≥ 1 920 n ,

即可推出 ( 24) 式 . 再在 ( 25) 式中令 n= 1 000, 用计算机算出 C= - 0. 207 886 224 9+ .
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评注 4　 ( 24) 式不仅优于不等式 [7] 2n
3

n <∑
n

k= 1

k <
4n+ 3

6
n , 而且当 n> 1时优于此不等式

的一个改进形式 [7]

2n+ 1
3

n ≤∑
n

k= 1

k≤
4n+ 3

6
n -

1
6

甚至当 n> 1时优于精致的不等式 [6]

4n+ 3
6

n - 5
24

<∑
n

k= 1

k ≤
4 n+ 3

6
k - 4

24

2n2

3
+

n
2

+
1
24

1

n
-

400
1 920

≤∑
n

k= 1

k <
2 n2

3
+

n
2
+

1
24

1

n
-

399
1 920

由此可看出运用本文的方法建立一类发散级数部分和的不等式的优越性 .
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Accurate Inequalities of Partial Sums

on a Type of Divergent Series

Zhu Yunhua
 　Yang Bicheng

Abstract　 By using the improved inequa li ty of Eulers summation formula, some accurate

inequalities of discrete sums∑
n

k= l

f (k ) ( especially partial sums of diverg ent series) , each

w ith a constant and in rela tion to Bernoullis numbers, a re bui lt. Some asymptotic formu-

las and classical inequali ties a re refined.

Keywords　 Eulers summa tion formula, Bernoullis numbers, asymptotic fo rmula
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