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用积分方程法构造惯性流形
 

陈显 强
(中山大学数学系 , 广州 510275)

摘　要　用积分方程法为一类无穷维非线性动力系统建立惯性流形 , 所得结果改进了关于惯

性流形存在的有关定理 .
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自文 [1, 2] 提出惯性流形的概念以来 , 惯性流形已成为无穷维动力系统长时间行为

研究中的主要概念 . 在建立惯性流形过程中 , 文 [1, 2] 及以后的大量文献主要用到系统

的不变锥性质及挤压性 , 而为保证惯性流形的存在 , 算子 A具有充分大的谱间隙条件起着

关键性的作用 . 文 [3]讨论了由非线性积分方程定义的连续半流的具有指数吸引性的光滑

不变流形 , 方法主要是用积分方程有关的性质 , 并称这套方法为积分方程法 . 本文在 A为

自共轭的情况下 [1, 2, 4, 5 ] , 用积分方程法为带有非线性项 F: D ( A
γ) → H的无穷维动力系统

du /dt+ Au= F (u )在状态空间 X = D ( AV)中建立惯性流形 .所得结果除掉了文 [3 ]中对“F

整体有界即
sup

u∈ X
F (u ) <+ ∞”的要求 ,得到更弱些的谱间隙条件和指数吸引的更完整

描述 . 与文 [1, 2, 5 ]对比 , 所用方法更简明直接 , 且关于惯性流形的结构及指数吸引性

有更深入的刻画 ; 与文 [4 ]对比 , 表明除掉 “系统存在平衡点” 的条件后仍保证惯性流形

的存在性 .

1　基本假设和有关概念

设 H是可分 Hilbert空间 ,它的范数和内积分别记作 | |和 ( ,  ) . A: D( A) → H ,

D ( A ) H ,是 H上的自共轭正定无界闭稠定线性算子 ,且 A有紧的预解式 .因此 A具有离

散的纯点谱 {λj }+ ∞j= 1 ,并不妨设按重数和递增次序排列为 0 <λ1≤λ2≤… ,λn→+ ∞ ,以及对

应特征向量 {ej }+ ∞j= 1构成 H的完备标准正交基 .

对 0 < V< 1,记 X = (D ( AV) ,|u|V) ,其中 ,|u|V= |AVu|.

设非线性映射 F: X→ H满足一致 Lip条件:

|F (u ) - F (v )|≤ L|u - v|V, u ,v∈ X , L > 0与 u ,v无关 .
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设 T ( t )是 - A在 H上生成的半群 ,则 T ( t )是紧解析半群 ,且对任何 u = ∑
∞

j= 1

(u ,ej )ej ∈ H ,

有 T ( t )u = ∑
∞

j= 1

e-λj t (u ,ej )ej , t≥ 0; T ( t )u∈ D ( A ) , t > 0.

当 u∈ D ( AV)时 ,有 A
V
u = ∑

∞

j= 1

λVj (u ,ej )ej .

容易证明 , T ( t )限制在 X = D ( A
V
)上时按 X范数也是强连续半群 ,并且在有限维子空

间 span{e1 ,… ,en }上能延拓为强连续群 .

在状态空间 X中考虑下列动力系统

du /dt + Au = F (u ) ,u ( 0) = u0 ( 1)

并考虑下列非线性积分方程

u ( t ) = T ( t - t 0 )u ( t0 ) +∫
t

t
0

T ( t - s )F (u (s ) ) ds , 0≤ t0≤ t <+ ∞ ,u ( 0) = u0 ( 2)

根据文 [6] 中的定理 5. 6. 7, 对每个 u0∈ X , ( 1)存在唯一的经典解 u( t ) = S ( t )u0 , t≥

0,这里 S( t )表示 ( 1)的解半群 ,并且 u( t ) = S ( t )u0也是 ( 2)的唯一解 ; u ( t ): [0, + ∞ )→ X

连续 , du /dt: ( 0, + ∞ )→ H连续 ,当 t > 0时有 u ( t )∈ D ( A ) .

此外 ,如果 u ( t ): ( - ∞ , 0 ]→ X 是连续函数 ,且对任何 t0≤ t≤ 0满足

u ( t ) = T ( t - t 0 )u ( t0 ) +∫
t

t
0

T ( t - s )F (u (s ) ) ds, t0≤ t≤ 0 ( 3)

那么称 u( t )是积分方程 ( 3)的一个解 ;当 u ( 0) = u0时 ,用 u ( t ,u0 )表示这个解 .

设 E是 X的一个子集 ,如果 E是一个有限维的 Lip流形 ,且 E是正不变集即 S ( t )E 

E ( t≥ 0) ,并且 E指数吸引系统 ( 1)在 X中的所有解 u ( t ) = S ( t )u0 , (u0∈ X ) ,那么称 E是

系统 ( 1)在 X中的惯性流形

设 J 是一个实数区间 ,b > 0, 记 Cb ( J ,X ) 为满足 f ( t ): J → X 连续且 f =

sup

t∈ J
ebt|f ( t )|V <+ ∞的所有函数 f 按范数 f 构成的 Banach空间 .往下主要用到 J =

R
-
= (- ∞ ]和 J = R

+
= [+ ∞ )两种情形 .

2　惯性映射和不变 Lipschitz流形

设 n是某个自然数且λn <λn+ 1 . P是 H到有限维子空间 Span{e1 ,… ,en }的投影 , Q是 H

到 Span{en+ 1 ,en+ 2… , }的投影 .取 b和T、U如下

λn < b < λn+ 1 ,T= b - λn ,U= λn+ 1 - b ( 4)

　　首先用初等分析技巧易证下列引理 1

引理 1　 ( 1)对每个 u∈ X ,都有

|T ( t ) Pu|V≤ e-λnt|u|V, t≤ 0;

|T ( t )Qu|V≤ e
-λ

n+ 1
t
|u|V, t≥ 0.

　　　　　　 ( 2)对每个 u∈ H , 都有

|T ( t ) Pu|V≤λ
V
n e

-λ
n
t
|u|, t≤ 0;

|T ( t )Qu|V≤ (VVe-λt-V+ λVn+ 1 ) e-λn+ 1
t|u|, t > 0.

　　然后按下列步骤构造不变流形 .
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引理 2　 对每个 a∈ PX 和 h( t ) ∈ Cb ( R
-
, X ) , 令 f ( t )  T ( t )a+∫

t

0
T ( t -

s ) PF(h(s ) )ds+∫
t

-∞
T ( t - s )QF (h(s ) ) ds , t≤ 0,那么 f ( t )∈ Cb ( R- , X ) ,并且 f ≤|a|V+

K (T,U,V) ( L h+ M0 ) ,其中

M0 = L|h( 0)V|+ |F (h( 0) )| ( 5)

K (T,U,V) = K (T,V) + K (U,V)

K (T,V) = λVn /T, K (U,V) = V
V
( 1 - V+ e)
( 1 - V) e

1+ V U
V- 1 + λVn+ 1 /U

( 6)

证明　 ( 1)记 f 0 ( t ) T ( t )a, t≤ 0.由半群 T ( t )的性质知 f 0 ( t ): R
-
→ X 连续 , 且

f 0 =
sup

t≤ 0
|ebt T ( t )a|V≤

sup

t≤ 0
eTt|a|V≤ |a|V.

　　 ( 2) 记 f 1 ( t ) ∫
0

t
T ( t - s )PF (h(s ) )ds , t≤ 0.注意到

|F (h(s ) )|≤ L|h(s )|V+ M0 , s≤ 0 ( 7)

任给 a > 0,按连续的定义可证 f 1 ( t ): [- a, 0]→ X连续 . 再由引理 1及 ( 7) 式容易验证

f 1 =
sup

t≤ 0
|ebt f 1 ( t )|V≤ K (T,V) L ( h+ M0 ) .

　　 ( 3)记 f 2 ( t ) ∫
t

-∞
T ( t - s )QF (h(s ) ) ds , t≤ 0.首先对任给的 a > 0,当 - a≤ t≤ 0

且d> a时 , 由引理 1及 ( 7) 式可得

∫
-d

-∞
|T ( t - s )QF (h(s ) )|Vds≤ e

ab
(L h+ M0 )∫

+ ∞

d- a
(V
V
e
-V
f
-V
+ λ

V
n+ 1 ) e

-Uf
df

由此知 f 2 ( t )对 t≤ 0有意义 .其次 ,对任给X> 0,取某一个d> a使得对任何 - a≤ t≤ 0

都有

∫
-d

-∞
|T ( t - s )QF (h(s ) )|Vds < X/3

再由h(s ): [- a - d, 0 ]→ X一致连续 ,仿 ( 2)可证 f 2 ( t ): [- a, 0]→ X也一致连续 . 最后

有估计式

f 2 =
sup

t≤ 0
|e

bt
f 2 ( t )|V≤∫

+ ∞

0
(V
V
e
-V
f
-V
+ λ

V
n+ 1 ) e

-Uf
df (L h+ M0 )

及∫
+ ∞

0
(VVe-Vf-V+ λVn+ 1 ) e-Ufdτ≤ K(β ,γ)成立 .至此引理 2证毕 .

引理 3　设 K(α,β ,γ) L < 1,那么对每个ξ∈ PX , 下列积分方程

h( t ) = T ( t )a+∫
t

0
T ( t - s )PF (h(s ) ) ds+∫

t

-∞
T ( t - s )QF (h(s ) ) ds , t≤ 0 ( 8)

在 Cb (R- , X )中存在唯一解h( t ) = ha( t ) .

证明　给定a∈ PX ,对每个h( t )∈ Cb (R- ,X ) ,由引理 2知方程 ( 8)的右端定义了函

数 f ( t )∈ Cb ( R
-
, X ) .考察映射 G: h( t ) → f ( t ) , 则容易验证

G(h1 ) - G(h2 ) ≤ K (T,U,V) L h1 - h2

. 因此 , G是 Banach空间 Cb ( R- , X )到自身的压缩映射 , 故存在唯一的不动点 , 也即积分

方程 ( 8) 存在唯一的解 .
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引理 4　设 K (T,U,V)L < 1,按下式定义惯性映射H: PX→ QX ,

H(a) =∫
0

-∞
T ( - s )QF (ha(s ) ) ds , a∈ PX ( 9)

其中ha( t )是积分方程 ( 8)对应于 a的唯一解 ,那么H是一致 Lip映射 , 且

Lip(H)≤ K (U,V)L ( 1 - K (T,U,V) L )- 1 ( 10)

　　证明　任给a1 ,a2∈ PX ,容易直接验证

|H(a1 ) - H(a2 )|V≤ K (U,V)L ( 1 - K (T,U,V)L )
- 1
|a1 - a2|V

. 　引理 5　设 u ( t ) = u ( t ,u0 )是积分方程 ( 3)的解 ,那么当 u( t )∈ Cb ( R
-
, X )时 ,u ( t )能

写成

u ( t ) = T ( t ) Pu0 +∫
t

0
T ( t - s ) PF (u (s ) ) ds+∫

t

-∞
T ( t - s )QF (u (s ) ) ds , t≤ 0

也即 u ( t )是积分方程 ( 8)对应于a= Pu0的解 .

证明　因为 u( t )满足 ( 3) ,所以对 t≤ 0有

u ( 0) = u0 = T (- t )u ( t ) +∫
0

t
T ( - s )F (u (s ) ) ds

用 P作用后得 Pu0 = T ( - t ) Pu( t ) +∫
0

t
T ( - s ) PF (u (s ) ) ds . 所以有

Pu( t ) = T ( t ) Pu0 +∫
t

0
T ( t - s ) PF (u (s ) ) ds , t≤ 0

又 Q作用 ( 3)式两边得 Qu ( t ) = T ( t - t0 )Qu ( t0 ) +∫
t

t
0

T ( t - s )QF (u(s ) )ds , t0≤ t≤ 0,当

t0→ - ∞ 时 |T ( t - t0 )Qu ( t0 )|V→ 0,而∫
t

-∞
|T ( t - s )QF (u (s ) )|Vds收敛 ,故 Qu ( t ) =

∫
t

-∞
T ( t - s )QF (u (s ) ) ds .

引理 6　如果h( t )是积分方程 ( 8)对应于a∈ PX的解 ,那么h( t )是积分方程 ( 3)的解 ,

且h( 0) = a+ H(a) .

证明　直接验证即可 .

引理 7　设 K (T,U,V) L < 1,定义集合

E {u0|u0∈ X且积分方程 ( 3)存在解 u ( t ,u0 )∈ Cb ( R- , X ) } ( 11)

那么 E = Graph(H)刚好是惯性映射H的图象 ,且 E是不变集 ,即 S ( t ) E = E , t≥ 0.

证明　首先根据引理 5和引理 6容易证明 E = Graph (H) .其次对每个 u0∈ E,当 t≥

0时令 u~ ( t ) = S ( t )u0是 ( 1)也即是 ( 2)的唯一解 ;当 t≤ 0时 ,令 u~ ( t ) = u ( t , u0 )是 ( 3)在

Cb ( R- , X )中的唯一解 , 易见

u~ ( t ) = T ( t - t0 )u~ (u0 ) +∫
t

t
0

T ( t - s )F (u~ (s ) ) ds

由此易知 u~ ( t ) ∈ E ,  t∈ ( - ∞ , + ∞ ) ,并且 S( t ) E = E , t≥ 0.

3　指数吸引与惯性流形

定理 8　任给 0 <W< 2,如果 K (T,U,V)L <W/ ( 1+ W) ,那么对任何 u0∈ X ,存在唯一

的 u
*
0 ∈ Graph(H)使得

|S ( t )u0 - S ( t )u
*
0|V≤ ( 1+ W)|Q(u0 - u

*
0 )|Ve

- bt
, t≥ 0 ( 12)
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|Q(u0 - u
*
0|V≤ ( 4 /4 - W2 )|H( Pu0 ) - Qu0|V ( 13)

其中 ,H是 ( 9)定义的惯性映射且 Lip(H) <W.

证明　首先由 K (T,U,V)L < W/ ( 1+ W)得到 K (T,U,V)L < 1,
K (T,U,V) L

1 - K (T,U,V)L
<W,

1
1 - K (T,U,V)L

< ( 1+ W) .故由 ( 10)立即得 Lip(H) < W.

其次 ,对给定的 u0∈ X ,因而 u ( t ) = S( t )u0唯一确定 ,在 Banach空间 Cb ( R+ ,X )中考

察方程

W ( t ) = T ( t - t0 )W ( t0 ) +∫
t

t
0

T ( t - s ) (F (W (s ) + u (s ) ) - F (u (s ) ) )ds

0≤ t0≤ t <+ ∞ ,　 W ( 0) = W 0

( 14)

　　类似于惯性映射和不变 Lipschi tz流形的讨论 , 容易逐一验证下面结论:

( 1)对每个Y∈ QX及 W ( t )∈ Cb ( R+ ,X ) ,函数 g ( t ) = T ( t )Y+∫
t

0
T ( t - s )Q (F (W (s )

+ u (s ) ) - F (u (s ) ) ) ds+∫
t

-∞
T ( t - s ) P ( F (W (s )+ u (s ) ) - F (u )s ) ) ) ds , ( t≥ 0)是 R

+→

X的连续函数 , 且

g =
sup

t≥ 0
|e

bt
g ( t )|V≤|Y|V+ K (T,U,V) L W .

　　这里需要用到如下性质: 半群 T ( t )限制 X = D ( A
V
)上仍是 C0半群 .实际上易证:对任

何 u0∈ X , T ( t )u0: [0, + ∞ )→ X是连续函数 .

( 2)对每个Y∈ QX ,下列积分方程

W ( t ) = T ( t )Y+∫
t

0
T ( t - s )Q (F (W (s ) + u (s ) ) - F (u (s ) ) ) ds+

∫
t

+ ∞
T ( t - s ) P ( F (W (s ) + u (s ) ) - F (u(s ) ) ) ds , ( t≥ 0) ( 15)

在 Banach空间 Cb (R+ ,X )中存在唯一解 W ( t ) = WY( t ) ,且

W =
sup

t≥ 0
e
bt
|W ( t )|V≤ ( 1 - K (T,U,V) L )

- 1
|Y|V≤ ( 1+ W)|Y|V ( 16)

　　 ( 3) 对每个 Y∈ QX令

j(Y) =∫
0

-∞
T (- s )P ( F (W (s ) + u (s ) ) - F (u (s ) ) ) ds ( 17)

其中 W ( t ) = WY( t )中积分方程 ( 15)对应于Y的唯一解 ,那么映射j: QX→ PX是一致 Lip

映射 ,易见j( 0) = 0,且

Lip(j)≤ K (T,V)L ( 1 - K (T,U,V)L )
- 1

< W ( 18)

　　 ( 4)设 W ( t )∈ Cb ( R+ , X ) ,Y= QW0 .那么 W ( t )满足积分方程 ( 14)的充要条件是W ( t )

满足积分方程 ( 15) .这时 W 0 = Y+ j(Y) .

最后 ,对给定的 u0∈ X .考察映射 G(Y) = H( Pu0+ j(Y) ) - Qu0 ,  Y1 ,Y2∈ QX ,易见

|G(Y1 ) - G(Y2 )|V≤ Lip(H) Lip(j)|Y1 - Y2|V, Y1, Y2∈ QX .由 ( 10)和 ( 18)得 Lip(H) +

Lip(j) < W< 2,故 Lip(H) Lip(j) <W2 /4 < 1,所以这里的映射 G是 Banach空间 QX到自

身的压缩映射 ,故存在唯一的不动点Y,即存在唯一的 Y满足

Y+ Qu0 = H( Pu0 + j(Y) ) ( 19)
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　　综上所述 ,对任给的 u0∈ X ,首先存在唯一的Y∈ QX使得 ( 19)成立 .对这个Y,存在唯

一的 W ( t )∈ Cb ( R
+
, X )满足积分方程 ( 15)并 ( 16)成立 ,且 W 0 = Y+ j(Y) ,所以 W ( t )满

足积分方程 ( 14) .令 u
*
( t ) = W ( t ) + u ( t ) , t≥ 0,则 u

*
( t )满足积分方程 ( 2) ,且 u

*
0  u

*
( 0)

= W 0+ u0 = Y+ Qu0+ Pu0+ j(Y) = H( Pu0+ j(Y) ) + Pu0+ j(Y) ,故 u
*
0 ∈ Graph (H) .

注意到 P (u
*
0 - u0 ) = j(Y) ,Q (u

*
0 - u0 ) = Y, 所以有

|Q (u
*
0 - u0 )|V= |H( Pu0 + j(Y) ) - Qu0|V≤ Lip(H)|j(Y)|V+ |H(Pu0 ) - Qu0|V≤

Lip(H) Lip(j)|Y|V+ |H(Pu0 ) - Qu0|V≤ (W2 /4)|Q(u*0 - u0 )|V+ |H( Pu0 ) - Qu0|V

由此即得 ( 13) , 而 ( 16) 推出 ( 12) , 故定理 8获证 .

注: 若取 b=
λn + λn+ 1

2
,则T= U=

λn+ 1 - λn
2

,这时定理 8中的条件 K (T,U,V)L <
W

1+ W
即为谱间隙条件

λn+ 1 - λn > 2
1+ W
W L λ

V
n + λ

V
n+ 1+

V
V
( 1 - V+ e)

2
V
( 1 - V)e

1+ V (λn+ 1 - λn )
V

( 20)
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Cons truction of Inertial M anifolds by

the Integral Equation Method

Chen X ianqiang
 

Abstract　 The integ ral equation method is used to const ruct iner tial manifo lds for an infi-

ni te dimensional nonlinear dynamic system and the known theorems about existence o f in-

ertia l mani fo lds are improved.

Keywords　 inertial mani fo ld, spect ral g ap condi tion, integ ral equation method
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