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Stokes高阶水波对复合圆柱群的绕射波浪力
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(中山大学应用力学与工程系 , 广州 510275)

摘　要　以单复合圆柱的 Sto kes n阶绕射波浪力算法为基础 ,建立了对复合圆柱群波浪力的

相应计算形式 .分析了对慢收敛无限自由面积分的两种处理方法 ;对双直立圆柱二阶波浪力的

实算检验了方法的有效性 .
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针对 Stokes有限振幅波为最常用的计算波型及复合圆柱为最常见的海工结构类型的

特点 ,本文作者曾经提出了有限振幅波对单复合圆柱绕射波浪力的实用算法
[ 1]

.由于近海工

程中大直径圆柱群的结构形式也常有出现 ,因而提出对复合圆柱群的相应算法已十分必要 .

目 前 ,已有的少数理论结果仅限于对柱群最简单形式 —— 双直立圆柱二阶问题的初步讨

论 [2～ 4 ] ,且主要限于边界元法或近似法 .本文作者曾讨论了浮筒与简易重力平台双结构二阶

散射波浪力的计算问题
[5 ]

,但对无限自由面积分处理这一关键问题未作具体阐述且无计算

结 果 .本文将对 Stokes n阶水波对一般类型复合圆柱群的绕射波浪力的解析积分算法给予

推导 ,并以双柱问题为例 ,讨论对单柱无限自由面积分两种实用处理方法在柱群问题中推广

图 1　垂直复合圆柱群及流域划分形式

的具体过程 ;主要计算结果与有关结果一致 ,反映了本文方法的可行性 .
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1　基本方法

图 1包含了复合圆柱群基本类型的所有可能形式 .其中各单圆柱内流域的划分方法同

文 [1 ] ,基本流域为 5种 ,外流域为 V 0.各符号标定如图示 .

1. 1　n阶绕射波势边值问题与一阶解

设H,Hn ,Hi
n ,Hs

n分别表示 Stokes波速度总势 ,第 n阶绕射 , 入射及散射波速度势 , 对应

图 1结构的相应边值问题为:

H(re ,θe , z , t ) = XH1 + X2H2+ … + XnHn + … ( 1)

Hn = Hi
n + Hs

n = Re [ (hi
n + hs

n ) e- inkt ] = Re(hn ) e- inkt ( 2)

5 2hn = 5 2hi
n = 5 2hs

n = 0　　 (全流域 ) ( 3)

 hn
 z

=
 hi

n

 z
=
 hs

n

 z
= 0　 (z = 0) ( 4)

g
 h

s
n

 z
- n

2k2hs
n = ( 1 - W1n ) Fn (hi

n ,hn - 1 ,… ,h1 )　 (z = h ) ( 5)

 hn
 n

= 0　　 (与流域相交物面 ) ( 6)

re (
 hs

n

 re - iknh
s
n ) → O (re

- 1
) (kn re 1; kn tanhknh = n

2
k

2
/g ) ( 7)

式中 , X为摄动参数 ,k为波频 ;式 ( 7)为 So mmerfeld辐射条件模式 (对于 n≥ 2,为近似模

式 ): Fn为关于h
i
n (已知 )和 n阶以下柱群水波速度势的可定函数 ;易证对于二阶柱群问题 ,

其辐射条件存在严格式且同单柱问题 (见文 [1 ]式 ( 8) )形式相同 ,其中坐标系须改变为 (re ,

θe , z ) .显然 ,柱群波势边值问题形式同文 [1 ]关于单柱问题的相应形式基本一致 ,区别在于

柱群问题的hn须计入柱间散射相互干扰影响 ,另外物面条件趋于复杂 .推广 Chakrabar ti对

固立穿水面直圆柱群一阶绕射势精确解 [ 6] ,考虑复合柱群间绕射波相互干扰作用 ,则柱群外

区 V0内一阶波势解可取:

h( 0)
1 = h( 0)

1i + h( 0)
1s = ∑

∞

n= -∞
[- g Hi

n+ 1 ( 2kco shk1h ) - 1
Jn (k 1re ) coshk1z einθ

e

+ ∑
k
c

f= 1
∑
∞

m= 0
A

( f )
nm Kn (Tm rf ) cosTmz einθ

f
+ i( 1-W

ef
)k

1
r
e f

cosθ
ef ]

(TmtgTmh = - k
2

/g , m = 0, 1,… 且T0 = - ik1 ) ( 8)

式中h( 0)
1 ,h( 0)

1i 及h( 0)
1s 分别表示 V0内一阶绕射势 ,入射势和散射势 ; H为波高 ; kc为柱群总数 ;

Jn ( x )与 Kn (x )为第一类及第二类变型贝塞尔函数 ; A
( f )
nm 为待定级数系数 .对于 Vei ( i = 1～

5)各内区沿用文 [1]的势解形式 ,只须由 einθ
e取代原式中 cosnθ,并将对 n求和域拓展至 ( -

∞ ,∞ )区间 .因单一复合圆柱内区级数解未知系数最多不超过 8种类型 ,最少为 0(固立直

圆柱 ) ,故圆柱群总待定未知系数总数不超过 9kc项类型 (含外区 kc项 ) ,最少仅为 kc项 (固立

直圆柱群 ) .为了建立系数方程组 ,必须推广单柱方法 ,利用各柱面径向流速为零条件及各交

接区域界面水流动连续条件 ,通过各区段关于 z变量的余弦函数系正交性 ,由富氏级数展开

法逐段进行 [ 1] .显然 ,这一过程必须在交接区段统一柱坐标下完成 .为了实现 kc项柱坐标间

的相互交换 ,须应用贝塞尔加法定理的推广式 (见文 [5 ]式 ( 36) ) .对比文 [1 ]所述单复合柱
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各区势解匹配过程 ,柱群情形下将略有区别 ,即须将 V0内势解式 ( 8)变换为某柱柱坐标下形

式 ,再与此柱内区势解作边界匹配 ,共进行 kc次 ;而各柱内区间的匹配同文 [1] ,不超过 3个

区段 .易证 ,由此得出的对级数解各未知系数计算方程为完备的无限维代数方程组 .

1. 2　第 n阶绕射波浪力积分解形式

Stokes第 n阶绕射波对柱群的波浪力包括 3项:第 n阶入射波载 ,散射波载及 n阶以下

水波势相互耦合项所致载荷 .因求势困难而采取积分法计算的待求项即为第 n阶散射波对

柱群的载荷 ,它包括对各柱的水平波力 (矩 )及垂直波力 (矩 ) ,记为 F
( ij )
eT ,其中 i = 1( j = 1, 2)

对应第 e号柱在T方向上的水平波力矩 ; i = 2( j = 1, 2)对应第 e号柱所受垂直波力 (矩 ) ,其

基本计算式为 :

F
(ij )
eT =  Sei

d
 hs

n

 t n
(i j)
eT ds = Re [dnke

- inkt
I

(i j)
eT ] = Re [dnke

- inkt Sei
h

s
nn

( ij )
eT ds ] ( 9)

其中 , d为水密度、 Sei表示第 e号柱体表面 ( i = 1, 2各表示径向和垂向表面 ) ; n
( ij )
eT 表示对应

第 e号柱径向 T方向或垂向波浪力 (矩 )计算的柱面单位矢量分量 ,其设定形式为:

n
(i j)
eT =

W1i co s(θe - T) (W1j + W2j z )

W2i (W1j + W2j reco sθe )
( 10)

　　设立一组适合于柱群问题的线性辅助势边值问题 , 令h( ij )
eT 表示对应 I

(i j)
eT 计算的势值 ,

有:

5
2
h

( ij)
eT = 0　 (全流域内 ) ( 11)

g
 h

( ij )
eT

 z
- n

2k2h(ij )
eT = 0　 (z = h ) ( 12)

 h(i j)
eT

 z = 0　 (z = 0) ( 13)

re (
 h(i j)

eT

 re
- iknh

( ij)
eT )→ O(re

- 1
) (knre 1) ( 14)

 h
(ij )
eT

 n
= n

( ij )
eT　 (e柱表面 ) ,

 h
( ij )
eT

 n
= 0　 ( f柱面 , f ≠ e) ( 15)

　　与文 [1]单柱情况的辅助势边值问题比较 , 柱群问题在物面条件形式上有所区别 . 再

结合关于h
s
n边值问题式 ( 3) ～ ( 7) , 应用格林积分公式可以推出:

I
(ij )
eT = - ∑

k
c

f = 1 S
f

h( ij)
eT
 h

i
n

 n
ds+

1
g S

F

Fn (hi
n ,hn- 1 ,… ,h1 )h( ij )

eT ds ( 16)

其中 , Sf为第 f号柱体表面 , SF为自由水表面 .因hi
n (五阶以内 )已知且 n阶以下绕射势设为

已知 ,故 I
(ij )
eT 计算的关键为h

(i j)
eT 的解析求解及无限自由面积分的处理 .

由于h(i j)
eT 与hs

1边值问题的相似性再考虑物面条件的变化 ,本文设立了如下形式的辅助

势解析解 ,对于 V0区域 ,取:

h
(i j)
eT (re ,θe , z ) = ∑

k
c

f = 1
∑
∞

n= 0
∑
∞

m= 0
(a

(f )
ijnm cosnθf + ib

( f )
ijnm sinnθf )×

K n (λmr f )cosλmz (λm tgλmh = - n
2k2 /g ) ( 17)

式中 a
( f )
ijnm ,b( f )

ijnm为未知系数 ,此解较单柱情形明显复杂 .为实现各柱坐标间的统一变换 ,可应

用 Graf加法定理的推广式 (文 [5]式 ( 52) ) .对于各柱内区的辅助势 ,可参照文 [5 ]中关于浮
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筒与简易平台双结构问题对势解的设定 ;另外 ,由于内区辅助势仅需要在各柱自身坐标下进

行计算 ,无需向其它坐标变换 ,故沿用文 [1 ]式 ( 26) ～ ( 31)所给内区势解式亦完全可行且

更为简便 ,只需将 (r ,θ)换为 (re ,θe )即可 .对于势级数解各未知系数的确立 ,沿用一阶势边

界匹配法 ,可得到所需系数无限维完备代数方程组 ,实算中对 n、m项均可作截项运算 .

本文选择复合圆柱群最简单形式 —— 双柱问题进行了校验运算 .在关于h
( ij )
e (无垂向波

力矩问题且 kc = 2及 e= 1, 2)的求算过程中 ,推广文 [6]对一阶解的处理法 ,通过对 n ,m项

分别截项取得了相应势解结果 .

采用作者曾提出对柱群二阶绕射势的扰动源近似法
[ 7]

,用本文方法可对三阶波浪力作

近似估算 .

1. 3　双柱问题自由面积分的特殊算法

由于双柱问题的自由面积分处理法适用于有限区域内的任意数目复合圆柱群类似问题

的分析 ,故本文仅选择双柱这一典型问题来阐述对单柱的方法在柱群情况下的推广应用过

程 .文 [1 ]已经提出 ,自由面上的强迫波动项压力扰动在远离柱体时衰减缓慢 ,致使数值积

分困难 .具体到实际积分运算中 ,主要是对应无穷级数 m为零的势解分量 (含汉克耳函数 )

以 1 / r 因子在远距离区段缓慢振动衰减使积分不易收敛 .对于柱群计算 ,这一问题显然

依旧存在 ,且因柱群势解多重级数的特征 ,使被积函数在形式上更趋复杂 .在文 [1 ]中 ,通过

选定分区渐近法处理积分 ,有效解决了单柱情况下的积分快速收敛问题 .本文将讨论此方法

及另一种方法 —— 积分递推法在双柱问题中的应用步骤 .

图 2　 自由面积分路径 ( r0 > r12 + a2 )

( 1) 积分路径设定 .为使双柱问题与单柱

问题产生接近或类同点 ,本文按图 2所示图形

设置了对柱 1求波力 (矩 )时的特殊积分路线

(对柱 2情况类似处理即可 ) .显然 ,区域 a1≤ r1

≤ r 0内 (r0 > r 12+ a2 ) ,的积分仅为一有限圆环

区域的积分 ,无积分收敛问题 .对圆环内的小区

域: r 12 - a2≤ r 1≤ r 12+ a2 ,θ12 - U≤θ1≤θ12

+ U内的积分只需在割除柱 2横截面所余小区

内作特殊网格数值积分处理即可 ,本文实算中

考虑此局部区域相对整体积分区域仅为一微量

面积区 ,故对此区的积分值略去不计 .按图 2设

定 ,区域 r 0≤ r 1 <∞ , 0≤θ1≤ 2π的积分区域已与单柱情形完全一致 ,而这一区域的积分正

是积分收敛问题的关键 .

( 2)慢收敛积分项的处理 .根据复合圆柱群一阶波势h1解式式 ( 8) ,辅助势h( ij)
eT 解式式

( 17)及第 n阶散射波力 (矩 ) F( ij)
eT 解式式 ( 9) ,取 n = 2,kc为 2(双柱 )、 i为 1(仅水平波力矩 )

即为对双柱二阶问题的相应解式 .因无需计算内区问题 ,则h1解式式 ( 8)必有 A
( f )
nm = 0(m =

1, 2… )而使问题简化 ,辅助势也无内区问题的计算 .在单柱问题中 ,文 [1]利用笔者曾提出

的分区渐近法 [8 ]有效计算了无限自由面慢收敛积分而使积分运算速度明显加快 .

分区渐近法基本思想在于将全流场划分为:① 有限区 (图 2 a1≤ r 1 < r0内 ) ,其内施行

Sim pso n或 Guassian数值法 ;② 远场区 (图 2 r1 > r 0内 ) ,其内由势解渐近式化简积分 ,通过

引 入特殊积分式将原积分化为若干绝对收敛无穷级数式作快速估算 .实算表明 ,原本在 r 1
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～ 10
6
量级以上纯数值积分方能达到的 2～ 3位精度 ,在本法下仅需算至 r1～ 10

2
量级即可 ,

故大为节省机时 .由于分区渐近法的应用主要取决于积分内函的渐近形态化简 ,而积分式式

( 16)内涉及项为 F2 (hi
2 ,h1 )及h( 1j )

eT ,考虑到单、双柱在远场区波势基本解形式趋于一致 ,加之

hi
1 ,hi

2形式不受柱型影响 , 而单、 双柱辅助势形式虽有单、 双重级数的区别 , 但注意到

Kn (λm r1 ) =
π

2λm r1
e

-λ
m
r

1 [1+ O ( 1 /k 2r1 ) ] (k2r 1 1; m≥ 1) ( 18)

上 式中λm为实数 ,渐近式明显与 n无关且快速衰减 ,故双柱问题辅助势关于 m不为零势解

分量渐近式与单柱情形实质上趋于一致 ,这从单、双柱波势辐射条件的相同性也可得以间接

证实 .由此 ,关于涉及 m不为零势分量的积分可直接沿用文 [8]给出的关于化此部积分为无

穷级数的特殊转换式 (文 [8]式 ( 48) ) .对于 m为零辅助势分量所涉及积分部分 ,是整个积分

处理的困难点 ,注意到

Kn (λ0r 1 ) = H
( 1)
n (k2r 1 ) =

2
πk2r1

ei(k
2
r

1
- nπ /2- π /4) + O [ (k2r1 ) - 3 /2 ]　 (k2r1 1) ( 19)

与式 ( 18) 比较 , 它的衰减速度缓慢许多 . 由于基本解渐近式与单柱问题一致 , 仍可应用

作者提出的化慢收敛积分为快速估算级数的特殊关系 (文 [8 ]式 ( 50) ) 来计算积分 , 与

单柱问题比较区别仅在于多重级数重数增加 . 本文应用对单柱问题的修正程序计算纵向排

列 (θ12 = 0,T= 0)的双柱问题取得满意结果 .

笔者 [5 ]曾指出由吴建华提出的对单柱自由面积分的另一种快速估算法 —— 积分递推

法
[9 ]
也可适用于一般圆柱群问题 ,以下作出概要论证:

文 [9 ]证明了积分内函多重级数项可化为一般三重贝塞尔函数积分式 , 即有:

Fn ,m (a ,b,c; t ) =∫
t

t
0

sz
( 1)
n (as )z

( 2)
m (bs )z

( 3)
n+ m (cs ) ds ( 20)

其中 , z ( i)
n (s )为不同类别 n阶贝塞尔函数一般式 ,a ,b ,c为一般性参数 ,可取 k1 ,k2或λm , t0取

1, t取正实数或∞ .利用贝塞尔函数的若干递推公式 ,便可将 Fn ,m化为仅对 F0, 0的运算 ,从而

化简了积分过程 .

考察本文对双柱各势解的基本设定 ,因基本解与单柱问题完全一致 ,再注意到 Fn ,m所涉

及三重贝塞尔函数均为任意阶类型 ,则双柱辅助势解中的 n阶贝塞尔函数 (单柱仅取一阶 )

仍适用于通式 Fn ,m的内函关系 ,即自由面积分内函多重级数函数项仍可化为 Fn ,m形式计算 ,

只是在双柱计算中 ,待算的 Fn, m项将较单柱情况为多 ;另外按图 2设定的积分路径 ,递推法

对 t0的取值应为 r12 + a2 .

2　实算分析

为校验单柱法在柱群问题上推广使用的有效性 ,本文选择了纵向排列双固立刺水面等

径直圆柱 (图 1,a1i = a2i = a; h11 = h16 = h21 = h26 = 0; e( f ) = 1～ 2且T= 0,θ12 = θ21 =

0的特殊情形 )进行实算 . Stokes波型取二阶 .具体计算将涉及一阶波浪力、一阶势耦合所致

二阶倍频波浪力、二阶定常波浪力及二阶入射与散射波浪力五顶作用计算 .前四项计算在有

关波势值已知的条件下对各柱直接积分即可 .第五项第二阶散射波浪力计算将涉及本文所

提方法 .

图 3a～ 3d给出了实算的一些主要结果 .图中 Cf为无量纲最大水平波力值 (无量纲比例
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因子为dg Hπa
2

/2) .图 3a, 3b为给定参数 h /a, r12 /a及 H /L值下各柱最大二阶水平波浪力随

绕射参数 k1a的变化状况 , 其结果与由 Ghalayini和 William s
[2 ]
应用边界单元数值法计算的

结果十分接近 , 从而校验了本法的可靠性 . 由图中可以看出柱 2由于柱 1对其正面波浪作

用的遮掩效应 , 故其平均最大水平波力 (一、 二阶 ) 要小于柱 1. 图 3c, 3d表示了由本方

法给出的两柱间距及波陡对最大二阶波浪力的可能影响 , 可以看到 , 间距对最大二阶波浪

力的影响与线性问题类同 , 波陡的增加则明显加大了最大二阶波浪力的作用 , 这与文 [1]

中对单柱计算的结果有相似的趋向 .

图 3　对双柱各柱的最大二阶波浪力

3　结　论

( 1)将单复合圆柱 Sto kes高阶绕射波浪力的算法有效推广到一般型复合圆柱群 . 通过

对柱群问题所涉及积分式的特殊设定及对有关波势的解析求解 , 使柱群高阶波浪力计算具

备了使用单柱方法的条件 .

( 2)在 n - 1阶波势已定条件下 , 本文方法可计算到 n阶绕射波浪力作用 . 利用对柱群

的二阶势近似解 , 可计算出柱群第三阶波浪力近似值 .

( 3)本文对柱群的简单类型——纵向排列等径直立双圆柱问题给予了实算 . 结果与有

关严格数值方法的结果十分吻合 .实算中 ,本文采用了对无限自由面积分的分区渐近法 .通

过讨论 , 论证了用于单柱问题的两种自由面积分处理法: 渐近法与递推法均可用于一般柱

群问题 . 与其它方法比较 , 本法在方法上 (势解解析化、 积分特殊设定及多种简化处理 )及

适用范围 (可用于高阶任意型复合圆柱群包括多腿式重力平台等 ) 均具有优势 .
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Stokes High er Order Wav e Diff ractio n Forces on

Multiple Com pound Circula r Cylinders

Huang Hua 　Sun Mingguang　Wu J ianhua　Zhang Shuiying

Abstract　 A Special evaluatio n fo rm based o n the integ ral theorem fo r an isolated com-

pound cylinder is presented to predict the Stokes n o rder di ff raction w av e forces o n multi-

ple compound circular cylinders. Two kinds o f metho ds fo r com puting slow ly conv erg ent

integ rals ov er infinite f ree surface are analy zed. The resul ts of second o rder w av e fo rces o n

a pair of surface-piercing cylinders giv e a v eri fica tion o f the theo ries presented in this pa-

per.

Keywords　 stokes fini te a mpli tude w av e, m ul tiple com po und circular cylinders, di ff rac-

tion, sca ttering , w av e force
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