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Hausdo rff-测度的一个等价定义
 

耿祥 义
(中山大学数学系 ,广州 510275)

摘　要　给出了 Hausdo r ff-测度的一个等价形式 .通过这个等价形式可以明显地看出 Haus-

do rff-测度与填充测度的区别与联系 .
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1　有关定义和引理

对一个集合的 Hausdo rff-测度以及 Hausdorf f-维数的计算和估计是分形几何中较为重

要的问题之一 . 1982年 , Trico t
[ 1]
引入了填充测度与填充维数这两个重要的概念 ,此后 ,

Hausdof f-维数与填充维数 , Hausdorf f-测度与填充测度之间的关系成为人们所关注的问题

之一 [ 1～ 4] .本文给出了 Hausdo rff-测度的一个等价形式 ,通过这个等价形式可以明显地看出

Hausdorf f-测度与填充测度的区别与联系 .

这里简要给出 Hausdo rff-测度及填充测度的定义 ,细节可参见引文 [1, 2, 5].

R
n
表示通常的欧氏空间 .设 U是 R

n
的一个非空子集 ,U的直径定义为|U|= sup{|x -

y|: x , y∈ U} .设 E是 R
n的子集 , 0≤ s <+ ∞ ,W> 0.如果 {Ui }为可数 (或有限 )个直径大

于零且不超过 W的集构成的覆盖 E的集类 ,则称 {Ui }为 E的一个W-覆盖 . 定义

Hs
δ( E)= inf {∑

i
|Ui|s: { Ui }为 E的δ-覆盖 }

E的 s-维 Hausdo rff-测度 H
s
(E )定义为

H
s
(E ) = sup

W> 0
H

s
W( E ) = lim

W→ 0
H

s
W( E)

E的 Hausdorf f-维数 dimHE满足:

dim H E= inf { s: H
s ( E)= 0};　 dim H E= sup { s: H

s ( E)= + ∞ }

　　设 F R
n
是有界集 , 0≤ s <+ ∞ . 令

P
s
W(F ) = sup{∑

i

|B i|s: {Bi }是球心在 F上 ,半径最大为W,互不相交的球族 . };

P
s
0 ( F ) = lim

W→ 0
P
s
W(F )

　　设 E R
n , 0≤ s <+ ∞ , E的 s-维填充测度定义为
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P
s ( E) = inf{∑

i

P
s
0 ( Ei ): {Ei }是 E的可数或有限覆盖 ,并且 Ei都是有界集 . }

.　　 E的填充维数 dimp ( E )满足:

dimp ( E ) = inf {s: P
s
(E ) = 0}; dimp ( E ) = sup {s: P

s
( E ) = + ∞ }

　　设 E R
n ,Rn的一个集族U称为是 E的一个 Vitali-覆盖 ,假如对任意的 x ∈ E和正

数W,存在 U∈ U,使得 x∈ U, 0 <|U|≤W,并且对任意的 U∈ U,有 U∩ E≠ .特别

地 ,当U中的成员都是闭集时 ,称U是 E的闭 Vitali-覆盖 .

设U是 E的 Vitali-覆盖 , 0≤ s <+ ∞ .

令 V
s

U ( E ) = sup{∑
i

|Ui|s: {Ui } U,并且 Ui ∩ Uj≠ ( i≠ j ) } .

记

AE = {U:U是 E的 Vitali-覆盖 }.

　　定义 1　设 E R
n
, 0≤ s <+ ∞ .定义 V

s
( E ) = inf {V

s

U ( E):U∈ AE } .

定理 1　V
s
是 R

n
上的外测度 ,并且对任意的 E R

n
, 0≤ s <+ ∞ ,有 V

s
( E ) = H

s
( E ) .

注 1　文 [3]证明了 ,对任意 E R
n
,有 H

s
(E )≤ P

s
( E ) .由定义 1可知 ,对任意的有界

集 F , 0≤ s <+ ∞和正数W,有 V
s
(F )≤ P

s
W( F ) .那么由定理 1可知 ,对任意的 E R

n
,有

H
s ( E ) = V

s ( E )≤ P
s ( E ) .

为了证明定理 1,我们需要下列 Vitali-覆盖定理 .

Vi tali-覆盖定理
[5 ]
　 设 E R

n
, 0≤ s <+ ∞ ,U是 E的闭 Vitali-覆盖 .那么U中存

在可数个互不相交的成员 U1 ,U2 ,… ,Un ,… ,使得∑
i

|Ui|s = + ∞或 H
s ( E - ∪

i
Ui ) = 0.

假如 E是 H
s -可测集 ,并且 0 < H

s ( E) <+ ∞ ,则称 E是一个 s-集 .设 x ∈ R
n ,一个 s-

集 E在 x的上凸密度定义为 [1 ]

D
s
c (E , x ) = lim

r→ 0
sup

H
s ( E∩ U )
|U|s

: x ∈ U , 0 <|U|≤ r ,U R
n .

　　引理 1[5 ]　设 E是一个 s-集 ,那么存在集合 F , F E,使得 H
s ( E - F) = 0,并且对任

意的 x ∈ F有 D
s
c ( E, x ) = 1.

2　定理 1的证明

首先证明 V
s是外测度 .设 {Ei }是 R

n中的任意可数集族 .对 X> 0, ,存在Ui ∈AE
i

,

使得

V
s

Ui ( Ei ) < V
s
( Ei ) +

X
2
i

设U= ∪
i
Ui ,则U∈ A∪

i
Ei ,则

V
s (∪

i
Ei )≤ V

s
U (∪

i
Ei )≤∑

i

V
s
Ui

( Ei )≤∑
i

V
s ( Ei ) + X

故 V
s
是可数次可加的 .

以下证明 H
s
( E )≤ V

s
( E ) .

任取U∈ AE ,记

B= {B: U∈ U,使得 B = U }

其中 , U表示集合 U的闭包 .显然B∈AE , Vs

B (E )≤ V
S

U ( E ) .因为B是 E的 Vitali-覆盖 ,
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根据 Vita li-覆盖定理 ,我们可以分以下 ( 1) , ( 2)两种情形讨论 .

( 1)对 X> 0, W> 0,W≤X,使得BW= {B∈ B: 0 <|B|≤W}中存在互不相交的

B1 , B2 ,… ,Bn ,… ,使得∑
i

|B i|s <+ ∞ ,并且 H
s ( E - ∪

i
Bi ) = 0.在这种情形下 ,存在Wn→

0(n→ ∞ ) ,使得BWn中存在可数个互不相交的成员 B
n
1 ,Bn

2 ,… 使得∑
i

|Bn
i|s <+ ∞并且

H
s
( E - ∪

i
B
n
i ) = 0.

我们有

H
s
W
n (E )≤ H

s
W
n ( E∩ ∪i B

n
i ) + H

s
W
n ( E - ∪

i
B
n
i ) .

因为 ∪
i
B

n
i  E∩ ∪

i
B
n
i , 0 < |B

n
i|≤Wn ( i = 1, 2,… ) ,

H
s
( E - ∪

i
B
n
i ) = sup

W> 0
H

s
W( E - ∪

i
B

n
i )

所以 H
s
W
n
(E )≤∑

i

|Bn
i|s≤ V

s
B ( E )≤ V

s
U (E )

故 H
s
( E )≤ V

s
( E ) .

( 2) 存在X0 > 0,使得当 0 < W< X0时 ,BW中存在可数个互不相交的成员 B1 ,B2 ,… ,使

得∑
i

|B i|s = + ∞ .

在这种情形下 ,有 H
s
W( E )≤∑

i

|B i|s≤ V
s

B≤ V
s

U ( E ) .

综上所述 ,有 H
s ( E )≤ V

s (E ) .

以下证明 V
s ( E )≤ H

s ( E ) .

( 1)若 H
s ( E ) = 0,那么对 X> 0,任取Wn→ 0(n→∞ ) ,均有

0 = H
s
W
n
( E ) <

X
2n

(n = 1, 2,… )

根据 H
s
W( E )的定义可知 ,对每个 n,存在一个可数集族Un = {Un

i } ,使得Un中的成员满足:

∪
i
U

n
i  E , 0 < |Un

i|≤Wn ,Un
i ∩ E≠  ( i = 1, 2,… )

并且 ∑
i

|Un
i|s <

X
2n

设U= ∪
∞

n= 1
Un ,则U∈ AE .故有 V

s
( E)≤ V

s

U ( E )≤X,从而 V
s
(E ) = 0.

( 2)不妨假定 0 < H
s
( E ) <+ ∞ .由文 [1]的定理 1. 6可知 ,存在 GW型集 G, G E ,使

得 H
s ( E ) = H

s (G) .因此 ,只需证明 V
s (G)≤ H

s (G) .由文 [1 ]定理 1. 5知 G是 H
s -可测集 .

由引理 1可知 ,存在 G
*  G,使得 H

s (G- G
* ) = 0,并且对任意的 x∈ G

* ,有 D
s
c (G,x ) =

1.从而可知 ,对任意的 r > 0以及任意的 0 <U < 1 ,存在一个集族UU
r 满足:

1)对任意的 x ∈ G
* ,存在 U∈ UU

r ,使得 x ∈ U , Hs (G∩ U )≥ U|U|s ;

2)对任意的 U∈ UU
r ,有 0 < |U|≤ r ,U∩ G

* ≠ .

设 UU
= ∪

r> 0U
U
r

则 UU
∈AG

*

因此有 V
s
(G

*
)≤ V

s

UU(G
*

)≤
1
UH

s
(G)

由U的任意性可知 , Vs (G)≤ H
s (G) .再由 ( 1)的结论及 V

s是外测度可知
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V
s (G* )≤ V

s (G* ) + V
s (G - G

* )≤ H
s (G)

注 2　设 E R
n
. 令

A1
E = {U:U是 E的闭 Vitali-覆盖 } ;A2

E = {U:U是 E的闭凸 Vitali-覆盖 };

V
s
1 ( E ) = inf {Vs

U ( E ):U∈ A1
E }; Vs

2 ( E ) = inf {Vs

U (E ):U∈ A2
E } .

易知 V
s
1 , Vs

2是 R
n上的外测度 .

因为　　 H
s
W( E ) = inf {∑

i

|Ui|
s
: ∪

i
Ui E , 0 < |Ui|≤W,Ui是闭集 . } =

inf {∑
i

|Ui|s: ∪
i
Ui E , 0 < |Ui|≤W,Ui是闭凸集 . } ,

又　　　D
s
c (G, x ) = lim

r→ 0
sup

H
s ( E∩ U)
|U|

s : U是闭集 , x ∈ U , 0 < |U|≤ r =

lim
r→ 0

sup
H

s ( E∩ U )
|U|s

: U是闭集凸集 ,x ∈ U , 0 <|U|≤ r .

那么和定理 1证明中的 ( 1)、 ( 2)相仿 ,有

H
s ( E )≥ V

s
1 (E ) , Hs ( E )≥ V

s
2 ( E )

据定理 1,对任意的 E R
n , 0≤ s <+ ∞ ,有

H
s ( E ) = V

s (E ) = V
s
1 ( E ) = V

s
2 ( E )
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An Equivalent Difinition of the Hausdorff M easure

Geng X iangyi 

Abstract　 In this paper, an equiva lent defini tio n o f the Hausdorf f mea sure is given. By the

equiv alent difinition, the dif ference and connection betw een Hausdo rf f measure and Pack-

ing measure are mo re clear.

Keywords　 Hausdo rff measure, packing measure, Vi tali-cover
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