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阻尼系统振动分析的复模态矩阵摄动法
 

徐伟华　刘济科
(中山大学应用力学与工程系 , 广州 510275)

摘　要　研究了阻尼系统振动分析的复模态矩阵摄动法 , 推导了孤立特征值及重特征值情况

的一阶、 二阶摄动公式 , 特别是通过引进 1个非常简单的范化条件 , 就完全确定了现有方法中

的有关摄动项的不确定量 . 并且给出了相应的算例 .
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除了阻尼矩阵满足一定的条件外 , 有阻尼多自由度线性振动系统一般不再满足

Rayleigh-Caughey阻尼在实模态变换下的对角化条件
[1 ] , 此时进行振动分析就需要采用复

模态理论 . 然而 , 在使用模态分析时 , 已有的复模态摄动法并不能唯一确定特征向量的所

有摄动项 . 陈塑寰 [2 ]通过假定 2系数相等来确定它们 ,在许多情况下这显然并不成立 . 刘济

科等 [ 3]对此进行了讨论 . 但文 [3 ]结果只适合于孤立特征值情况 , 不能处理实际中存在的

重特征值情况 , 且未推导二阶公式 , 也未给出具体算例 . 本文针对这些问题 , 通过引进一

个非常简单的范化条件 ,完全确定了孤立、重特征值情况下的有关摄动项中的不确定量 ,并

导出了相应的一阶、二阶摄动公式 . 算例表明 ,本文方法能给出具有足够精度的摄动解 ,而

采用其它方法所得的结果误差较大 .

1　基本方程

众所周知 ,一个质量阵 M、刚度阵 K及阻尼阵 C是一般矩阵的多自由度线性振动系统 ,

引入状态变量后 , 其自由振动的特征值问题可化成如下的标准广义特征值问题

K0xi0= λi 0M0xi0　 ( i= 1～ n ) ( 1)

其中 , K0 , M0是一般矩阵 , 由 M , K , C表示 , λi 0是特征值 , xi 0是相应的右特征向量 . 选

取比例系数 , xi 0可使满足范化条件 x
T
i0xi 0= 1　 ( i= 1～ n ) . ( 1) 式的左特征值问题是

K
T
0 yi0= λi 0M

T
0 yi0 ( 2)

左、 右特征向量 yi 0 , xi 0满足双正交关系　 y
T
i0M0xj 0= Wi j ( i , j= 1～ n ) ( 3)

当结构参数变化后 , 设 M0 , K0的改变量分别是XM1 , XK1 , X是 1个小参数 , 则摄动系

统的右、 左特征值问题可分别表示成
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(K0+ XK1 )xi= λi (M0+ XM1 )xi　 (K 0+ XK1 )
T
yi= λi (M0+ XM1 )

T
yi ( 4)

其中 , λi是摄动系统的特征值 , xi , yi分别是相应的右、左特征向量 .

先讨论λi 0是孤立特征值的情况 . 将特征值和特征向量按小参数 X展开 , 得到

λi= λi0+ Xλi1+ X
2
λi2+ … ,xi= xi0+ Xxi 1+ X

2
xi2+ … ,

yi= yi 0+ Xyi1+ X
2
yi 2+ … ( 5)

上式代入 ( 4) 式 , 略去 O (X
3
)项 , 比较X的同次幂系数 , 可得

X
1
: K0xi 1+ K1xi 0= λi0M0xi 1+ λi0M1xi 0+ λi 1M0xi 0

X2: K0xi 2+ K1xi 1= λi0M0xi 2+ λi0M1xi 1+ λi 1M0xi 1+ λi 1M1xi 0+ λi 2M0xi0
( 6)

( 5)式应满足X的同次幂系数

X1: K T
0 yi1+ K

T
1 yi0= λi0MT

0 yi0+ λi0MT
1 yi0+ λi1MT

0 yi0

X2: K T
0 yi2+ K

T
1 yi1= λi0MT

0 yi2+ λi0MT
1 yi1+ λi1MT

0 yi1+ λi1MT
1 yi 0+ λi2MT

0 yi 0
( 7)

摄动系统相应的范化条件为 x
T
i xi= 1　 ( i= 1～ n) , 应满足

X1: xTi1xi0+ xi0
T
xi 1= 0,　X2: xTi 2xi0+ x

T
i 1xi1+ xi 0

T
xi 2= 0 ( 8)

摄动系统的特征向量 xi , yi 满足的双正交条件 ,也应有

X1: yi0 TM0xi1+ yi 1
T
M0xi 0+ yi 0

T
M1x i0= 0

X
2
: yi0

T
M0xi2+ y

T
i 1M0xi1+ yi2

T
M0xi 0+ yi 0

T
M1xi 1+ y

T
i1M1xi 0= 0

( 9)

2　孤立特征值情况的摄动公式

由展开定理 , 将 xi 1按复模态 xi 0展开: xi1=∑
n

j= 1
cij 1xj 0 (cij 1为待定系数 ) , 代入 ( 6)式第 1

式 , 左乘 y
T
j 0 , 利用 ( 3) 式 , 得

λi 1= y
T
j0 (K1 -λi 0M1 )xi 0= y

T
i 0 ( K1-λi0M1 )x i0　　 ( i= 1～ n )

cij 1=
y
T
j 0 (K1-λi0M1 )xi0

λi0 -λj0
　　 ( i≠ j )

( 10)

用 y
T
i 0M0左乘 xi 1的表达式 , 利用 ( 3) 式 , 有 cii1= y

T
i0M0xi1 ; 将 yi1按相应的左特征向量

展开 yi1=∑
n

j= 1
di j1yj 0 , 可得: dii 1= yi 1M0xi0 . 再由 ( 9) 式第 1式 , 得

cii1+ d ii 1= - y
T
i 0M1xi0 ( 11)

这是个不定方程 , 文 [2 ]通过假定来 cii1= dii1确定这 2个系数 , 显然是不成立的 . 现

通过本文引进的范化条件 ( 8)式来确定 cii1 , d ii 1 . 因为 x
T
i 1xi 0是数 , 则由 ( 8)式得 x

T
i1xi 0= 0, 将

xi 1代入该式 ,由 x
T
i1xi0= 0可得 cii 1= - ∑

n

j= 1,≠ i

cij 1x
T
j0x i0= 0;该式代入 ( 11)式得 dii1= ∑

n

j= 1,≠ i

cij 1x
T
j 0xi 0

- y
T
i0M1x i0 . yi 1代入 ( 6)式 , 右乘 xj 0 , 并利用 ( 3)式可得 di j1= y

T
i0 (K1 -λi 0M1 )x j0 /(λi 0-λj0 ) ( i≠

j ) . 联合以上各式 , 即可得到全部一阶公式 ( i= 1～ n) .

　　　　　　λi 1= y
T
i 0 (K1-λi0M1 )xi0 ( 12)

xi 1= ∑
n

j= 1,≠i

y
T
j 0 (K1- λi0M1 )xi0 (xj 0- x

T
j 0xi 0xi0 ) (λi 0-λj 0 )

yi 1= ∑
n

j= 1,≠ i

y
T
i0 (K1 -λi 0M1 )x j0 yj 0 (λi 0-λj 0 )+
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∑
n

j= 1,≠ i

y
T
j0 (K1- λi0M1 )xi0 x

T
j 0xi 0 (λi 0-λj 0 ) - y

T
j 0M1xi0 yi0

为了确定 λi2 , xi 2 , yi 2 , 先将按原系统的特征向量 xi 0 , yi0展开: xi2=∑
n

j= 1
ci j2xj 0 ,

yi 2=∑
n

j= 1
dij 2yj 0 ( i= 1～ n ) . 其中 , ci j2 , d ij2 ( j= 1～ n ) 是待定复系数 .

与前面推导完全类似 , 可得全部二阶摄动公式

λi 2= y
T
i 0 (K1-λi0M1- λi1M0 )xi1 -λi 1y

T
i0M1xi 0 ( 13)

xi 2= ∑
n

j= 1,≠ i

y
T
j 0 (K1- λi0M1 -λi 1M0 )xi1 -λi 1M1xi0 (x j0- x

T
j0xi 0xi 0 ) (λi0- λj 0 )- x

T
i1xi1 /2

yi 2= ∑
n

j= 1,≠i

y
T
i1 (K1 -λi 0M1-λi 1M0 )x j0 -λi 1y

T
i0M1x i0 yj0 (λi 0-λj 0 )+

∑
n

j= 1,≠i

y
T
j 0 (K1-λi0M1- λi1M0 )xi1 -λi 1M1xi0 x

T
j 0xi 0yi0 (λi 0-λj0 )+

x
T
i1x i1 /2- y

T
i 1M0xi1 - y

T
i0M1x i1- y

T
i1M1xi 0 yi 0

3　重特征值情况的复模态矩阵摄动公式

设λi 0为 m (m> 1)重特征值 ,即λ0= λi 0= λ( i+ 1, 0)= …= λ(i+ m- 1, 0) ,而且能求出两两正交的

左、 右特征向量 yj0 , x j0 , ( j= 1, i+ 1,… , i+ m- 1, 为简单起见 , 以下略去此说明 ) . 根据

特征值理论 , yj0 , x j0的线性组合仍是对应于λi0的特征向量 , 即

y
(k )
0 = ∑

i+ m- 1

j= i

p
(k )
j yj0= Υy p

(k )
, x

(k )
0 = ∑

i+ m- 1

j= i

q
(k )
j x j0= Υx q

(k)
( 14)

p
(k )
j , q

(k )
j 是待定系数 ,且Υy= yi0 ,y( i+ 1, 0) ,… , y(i+ m- 1, 0) , p

(k )= p
( k)
i , p( k)i+ 1 ,… , p (k )i+ m- 1 ,Υx=

x i0 ,x ( i+ 1, 0) ,… ,x (i+ m- 1, 0) ,q
(k )= q

(k )
i , q( k)i+ 1 ,… ,q(k)i+ m- 1 .

根据 ( 14) 式有

λj= λj0+ Xλj1+ X
2
λj2+ … ,x j= x

( j )
0 + Xxj 1+ X

2
x j2+ … , yj= y

( j )
0 + Xyj 1+ X

2
yj2+ … ( 15)

对比 ( 15) , ( 5)式易得 , 二者的区别仅在于右端第一项 , 于是将 xi1 , yi1代入 ( 6)式后 (其中的

相关项及下标作相应的改动 ) , 用 y
T
k0左乘所得的式子 , 利用 ( 3)式 , 可得 1个 m阶的标准特

征值问题

AQ= QΛ ( 16)

同理 , 可得与 ( 16)相应的标准特征值问题

A
T
P= PΛ ( 17)

其中 , A(m ,m )= Υ
T
y (K1 -λ0M1 )Υx , λ0= λi0= λ(i+ 1, 0)= … = λ(i+ m- 1, 0) ,

Q(m ,m ) = q
(i) , q( i+ 1) , … , q( i+ m- 1) , P (m , m )= p

(i ) , p( i+ 1) ,… , p(i+ m- 1) ,

Λ(m ,m )= diag λi1 ,λ(i+ 1, 1) ,… ,λ( i+ m- 1, 1)

将 ( 15) 式代入范化条件 , 利用 ( 4) 式 , 不难推得

q
( j ) T

Υ
T
xΥx q

(j )= 1, p
( j) T

q
( j )= 1 ( 18)

事实上 , ( 16) , ( 17)式分别是相应于原系统的新的 m阶标准右、左特征值问题 , ( 18)式

分别是相应的范化条件 . 解之可得 m个特征值λi1 ,… ,λ( i+ m- 1, 1 ) , 即求得了与重特征值相应

的 m个特征值的一阶摄动解λj 1; 同时还唯一确定了 m个右特征向量 q
(i )
,… ,q

(i+ m- 1)
, 及左
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特征向量 p
( i)
,… , p

(i+ m- 1)
.考虑到 ( 14)式 ,实质上就重新确定了原系统中与重特征值λ0相

应的特征向量 x
( j )
0 , y

( j )
0 .

确定了 ( 15)式中 x
( j)
0 , y

(j )
0 后 , 其它推导孤立特征值的摄动公式推导 . 前已指出 , 式

( 15)与式 ( 5)相似 , 故在一 , 二阶摄动公式 ( 12) , ( 13)中 , 当 j= i , i+ 1,… , i+ m- 1时 , 必

须将 ( 12) , ( 13)式中的 x j0 (或 xk0 ) 换成 x
( j)
0 (或 x

(k)
0 ) , yj0 (或 yk0 ) y

( j )
0 换成 (或 y

(k )
0 ) , 而 x

( j )
0

(或 x
( k)
0 ) , y

( j)
0 (或 y

( k)
0 ) , ( j ,k= i , i+ 1,… , i+ m- 1)分别由 ( 14) 的第 1, 2式给出 .

4　算　例

算例 1　考虑质量 (m ) -弹簧 (k ) -阻尼 (c)系统 ,振动方程是 mq + cq + kq= 0,引入状态变

量 x= [q , q ]T ,得 K0x= M0x ,其特征值为λ10= - 0. 25+ 0. 968 245 i ,λ20= - 0. 25- 0. 968 245

i, 属孤立特征值情况 . 设仅弹簧刚度有扰动Xk1 , 取 m= k= 1, c= 0. 5, Xk1= - 0. 1进行计

算 . 为节省篇幅 , 仅列出特征值及相应的右特征向量进行比较 (见表 1) .

表 1　孤立特征值情况的摄动系统的计算结果比较

Tab. 1　 Comparison of eig ensolutions of th e per turbed sy stem with distinct eig envalues

精确解 本文方法 (一阶 ) 本文方法 (二阶 )

特征值 - 0. 25± 1. 018 58 i - 0. 25± 1. 019 89 i - 0. 25± 1. 018 51 i

右特征 - 1. 237 16± 0. 791 65 i - 1. 252 20± 0. 808 29 i - 1. 239 68± 0. 789 05 i

向　量 1. 014 23± 0. 965 66 i 1. 028 59± 0. 981 50 i 1. 011 60± 0. 968 02 i

文 [2 ]方法 (一阶 ) 文 [2 ]方法 (二阶 )

特征值 - 0. 25± 1. 019 89 i - 0. 25± 1. 018 51 i

右特征 - 1. 132 94± 0. 900 67 i - 1. 132 54± 0. 899 13 i

向　量 1. 088 22± 0. 842 93 i 1. 090 21± 0. 844 47 i

算例 2　考虑图 1所示的系统 , 振动方程是:
m 1q 1+ c1q 1+ (k1+ k ) q1 - kq2= 0

m 2q 2+ c2q 2+ (k2+ k ) q2 - kq1= 0

图 1　算例 2中具有重特征值的两自由度系统

Fig. 1　 Tw o deg r ee-o f-fr eedom system with

r epea ted eig envalues fo r ex ample 2

　　引入状态变量 x= [q 1 , q1 ,q 2 ,q2 ]
T
,可得 Kx

= Mx , 相应的特征值问题是 Kxi= λiMxi , K
T
yi

= λiM
T
yi , i= 1～ 4. 若称 k= 0为原系统 ,即 K 0

= K (k= 0) , 记 K= K0+ XK 1 , M= M0+ XM1 , k

= 0时 , 系统有 2对重特征值λ10= λ20= - 0. 25

+ 0. 968 245 i ,λ30= λ40= - 0. 25- 0. 968 245 i.

取 m= k1= k2= 1, c= 0. 5, k= 0. 1, 按重特征

值情况的复模态矩阵摄动公式进行计算 , 表 2列出了部分计算结果 .

从表 1, 表 2可以看出 ,本文方法的一阶近似解已具有足够的精度 ,二阶近似解基本上

与精确解相同 . 文 [2]的方法因引入了不合理的假定 (如 cii1= d ii1等 ) , 所以特征向量的一

阶摄动解的计算误差相对较大 , 而其二阶摄动解则更远离精确解 , 相信若计算到三阶 , 本

文方法必能给出更精确的解 , 而文 [2 ]的方法给出的解必然会更不合理 . 当然 , 由于文

[2] 在计算一阶特征值时并未用到特征向量的摄动解 , 所以计算结果与本文的相同 , 但二

阶不是如此 (误差较大 ) .
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表 2　重特征值情况的摄动系统的计算结果比较
Tab. 2　 Comparison of eig ensolutions of th e per turbed sy stem with r epeated eig envalues

精确解 本文方法 (一阶 ) 本文方法 (二阶 )

特征值 - 0. 25± 1. 066 5 i - 0. 25± 1. 071 5 i - 0. 25± 1. 066 0 i

左特征

向量

0. 183 60± 0. 159 59 i

- 0. 12431± 0. 235 71 i

- 0. 183 60 0. 159 59 i

0. 124 31 0. 235 71 i

0. 183 41± 0. 149 69 i

- 0. 120 17± 0. 231 34 i

- 0. 183 41 0. 149 69 i

0. 120 17 0. 231 34 i

0. 184 42± 0. 160 58 i

- 0. 123 71± 0. 236 78 i

- 0. 184 42 0. 160 58 i

0. 123 71 0. 236 78 i

文 [2 ]方法 (一阶 ) 文 [2 ]方法 (二阶 )

特征值 - 0. 25± 1. 071 5 i - 0. 25± 1. 071 5 i

左特征

向量

0. 149 68± 0. 193 24 i

- 0. 170 76± 0. 209 57 i

- 0. 149 68 0. 193 24 i

0. 170 76 0. 209 57 i

0. 150 81± 0. 194 69 i

- 0. 169 64± 0. 209 28 i

- 0. 150 81 0. 194 69 i

0. 169 64 0. 209 28 i
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Matrix Perturbation Method of Complex Modes

in Vibration Analysis of Damped System

Xu Weihua
 　 Liu Jike

Abstract　 A ma trix perturbation method of complex modes in vibra tion analysis of damped

system is studied. By int roducing a simple no rmalization condition, the perturba tion terms

o f eig envecto rs can be determined convenient ly and uniquely. And the perturbation formu-

las of the fi rst and second o rder a re deriv ed fo r the cases of distinct and repeated complex

eigenvalues. Illustrativ e examples are giv en to show that this perturbation method is able

to give approximate resul ts ex t remely close to exact results.

Keywords　 damped system , complex modes, perturbation
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