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提升格式和双正交小波 Ries z基
 

周 先 波
(中山大学数学系 , 广州 510275)

摘　要　证明了提升格式保持小波对称性的定理 ; 从一组不能生成 L 2 (R)对偶 Riesz基的滤

波出发 , 利用提升格式 , 得到一组新的双正交滤波集 , 并证明它们生成 L 2 (R) 的双正交紧支

小波 Riesz基 .
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提升格式是由 1个较简单的多尺度分析出发得到所需性质多尺度分析 ( M RA)的 1种

新的小波构造方法 ,本质上利用了尺度函数相同的多尺度分析之间的相互关系
[1, 2 ]

. 最初它

是应第 2代小波的构造之需而产生 [2 ] , 在第 1代小波 (即经典小波 , 以 Fourier变换为工

具 )方面也有重要应用 [1 ] . 目前 ,在提升格式和小波对称性方面还没有专门讨论 . 本文对这

一问题先给出小波和尺度函数集同滤波函数集在对称性方面的相互关系 , 再证明提升后的

滤波保持原有对称性的充要条件定理 , 然后对文 [3 ] 中的一个不能生成 L
2 (R )紧支小波

Riesz基的滤波进行提升 ,得到 1组新的双正交滤波集 ,并证明它们恰好生成 L
2 ( R )的双正

交的紧支对偶小波 Riesz基 .

1　双正交滤波与提升格式

设双正交滤波函数集 (简称滤波集 ) 为 {h (k) ,h~ (k) , g (k) ,g~ (k) } , 对应的双正交小波

函数和尺度函数集 (简称函数集 )为 {h(x ) ,h~( x ) ,j(x ) ,j~ ( x ) } ,它们分别生成双正交的多尺

度分析 {V j } , {V~ j }. 二尺度关系是

h( x )= 2∑
k

hkh( 2x - k ) ; h~( x )= 2∑
k

h
~

kh~( 2x - k )

设h~( 0)= h~
^

( 0)= 0, 则由二尺度方程有

　　　　　　h
^
(k)=∏

∞

j= 1
h ( 2

- j
k) , 　h~

^

(w )=∏
∞

j= 1
h
~ ( 2- j

k) ( 1)

引理 1
[4, 5 ]
　设h, h~由式 ( 1) 而定 , 则h, h~∈ L

2
( R ) 且 <h, h~ (· - l ) > = Wl 

　　　　　　h (k)h~ (k)+ h (k+ π)h~ (k+ π)= 1,h ( 0)= h
~ ( 0)= 1 ( 2)

以及 1是转移算子 T 0 , T
~

0的非退化特征值 , 并且其不变三角多项式是严格正的 , 其中
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( T0a) (k)= |h (k/2)|
2
a(k/2)+ |h (k/2+ π)|

2
a (k/2+ π)

( T~ 0a) (k)= |h~ (k/2)|2a(k/2)+ |h~ (k/2+ π)|2
a (k/2+ π)

以下考虑的是双正交情形 , 故高通滤波可用低通滤波来表示 , 即

引理 2
[1 ]
　滤波集 {h ,h~ , g ,g~ }双正交 

g
~ (k)= e

- ik
h (k+ π)k ( 2k) ,且 g (k)= e

- ik
h
~ (k+ π)k

- 1
( 2k)

其中 , k (k)≠ 0属于 Wiener类 (即其系数列属于 l
1
) .

提升格式给出尺度函数 (或低通滤波 )相同的多尺度分析之间的关系 [ 1, 2] , 现给定一初

始双正交滤波集 {h0 (k) ,h~ 0 (k) ,g0 (k) ,g~ 0 (k)和相应的双正交函数集 {h0 ,h~0 ,j0 ,j~ 0 } (这里假

定引理 1的条件被满足 ) , 本文将提升格式概括为引理 3 (详见文 [1 ] ) .

引理 3 (提升格式 ) 　由下列公式

h (k)= h
0
(k)

h
~ (k)= h

~ 0
(k)+ g

~ 0
(k)s ( 2k)

g (k)= g
0
(k) - h

0
(k)s ( 2k)

g
~ (k)= g

~ 0
(k)

( 3)

以及

h( x )= h0 (x )

j(x )= j
0
(x ) -∑

k

skh
0
( x- k )

h~( x )= 2∑
k

h
~ 0
kj~ ( 2x- k )+ ∑

k

s- kj~ ( x- k )

j~ (x )= 2∑
k

g
~ 0

kh~( 2x - k )

( 4)

分别得到 1组新的双正交滤波集 {h ,h~ ,g , g~ }及 1组新的双正交函数集 {h,h~ ,j,j~ } , 其中 ,

s (k)=∑
k

sk e
- ikk
是任一三角多项式 .

2　提升格式与小波对称性

首先分别给出滤波对称性与小波函数对称性、 尺度函数对称性之间的相互关系 .

定理 1　设滤波 h (k)=∑
N
2

k= N
1

hk e- ikk满足引理 1条件 ,h( x )是由滤波 h (k)而定的尺度函数

(见 ( 1)式 ) , 则滤波 h (k)对称的充要条件是h(x )关于轴 x= (N 1+ N 2 ) /2对称 .

证明　由文 [5] 的引理 6. 6. 2知 , h(x )具有紧支集 [N 1 , N 2 ] , 又 h (k)对称 

exp
i (N 1+ N 2 )w

2
h (k)是偶函数 , 应用公式 ( 1) , 有

　　　h
^

(k)ei
N
1
+ N

2
2

k= ∏
∞

j= 1
h ( 2- jk) ei

N
1
+ N

2
2

k=∏
∞

j= 1
h ( 2- jk) ei

N
1
+ N

2
2

2
- jk=

∏
∞

j= 1
h ( - 2- j

k) e
- i

N
1
+ N

2
2

2- jk= ∏
∞

j= 1

h ( - 2- jk) e
- i

N
1
+ N

2
2
k= h

^
( -k) e

- i
N
1
+ N

2
2
k

从而 , h (k)关于 x= ( N 1+ N 2 ) /2对称 .

定理 2　设滤波 h (k)= ∑
N
2

n= N
1

hn e- ink对称 , g (k)= ∑
M
2

n= M
1

gn e- ink (反 )对称 , 而且引理 1的条

件被满足 , 则由它们确定的小波函数j(x )关于 x= (N 1+ N 2+ M1+ M2 ) /4(反 )对称 .
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证明　由 h (k) , g (k)均为对称的 , 知 gM2- n= gM1+ n , 0≤n≤M2- M1 , 且由定理 1,

h( x )关于 (N 1+ N 2 ) /2对称 , 从而

j(x )= 2∑
M
2

n= M
1

gnh( 2x - n )= 2∑
M
2
- M

1

n= 0
gn+ M

1h( 2x- n- M1 )=

2∑
M2- M1

n= 0
gM

2
- nh( 2x - n - M1 )= 2∑

M 2

n= M
1

gnh( 2x+ n - M2- M1 )=

2∑
M
2

n= M
1

gnh( N 1+ N 2 - 2x- n+ M1+ M2 )=

2∑
M2

n= M
1

gnh 2 - x+
N 1+ N 2+ M1+ M2

2
- n = j - x+

N 1+ N 2+ M1+ M2

2

故j(x )关于 (N 1+ N 2+ M1+ M2 ) /4是对称的 . 同理可证 , 当 h (k)对称 , g (k)反对称时 ,小

波函数关于 (N 1+ N 2+ M1+ M2 ) /4是反对称的 . 证毕 .

同样 , 若已知低通滤波是反对称的 , 则当高通滤波是对称 (或反对称 ) 时 , 小波函数

关于上面同样的对称轴是反对称 (或对称 )的 . 下面证明提升格式保持滤波对称性的定理 .

由此 , 并结合定理 1和定理 2及函数集的提升格式 ( 4) , 不难推出相应的小波函数和对偶

小波函数的对称性 .

定理 3　给定一组初始的双正交对称滤波集 h
0
, g

0
, h
~ 0

, g
~ 0

,

其中 , h
0 (k)= ∑

N
2

k= N
1

h
0
k e- ikk, g

0 (k)= ∑
M
2

k= M
1

g
0
k e- ikk,h~ 0 (k)= ∑

N
~
2

k= N~
1

h
~ 0

k e- ikk , g~ 0 (k)= ∑
M
~
2

k= M~
1

g
~ 0

k e- ikk

则提升后新的滤波保持原来的相应对称性当且仅当

s ( 2k) exp -
1
2
(N 1+ N 2- M1- M2 )k , s ( 2k) exp -

1
2
i (N~ 1+ N

~
2- M

~
1+ M

~
2 )k ( 5)

均为k的偶函数 .

证明　利用事实 h (k)对称 h (k) exp
N 1+ N 2

2 ik为偶函数 ,g (k)对称 

g (k) exp
M1+ M2

2
ik g (k)为偶函数 . 并在提升公式 ( 3)的第 2式和第 3式两边分别乘以

exp i
N
~

1+ N
~

2

2
k及 exp i

M
~

1+ M
~

2

2
k可得

　　　　h
~ (k)exp i

N
~

1+ N
~

2

2
k = h

~ 0 (k) exp i
N
~

1+ N
~

2

2
k+ g

~ 0 (k) exp i
M
~

1+ M
~

2

2
k·

　　　　　　　　 exp i
N
~

1+ N
~

2- M
~

1- M
~

2

2 k· s ( 2k)

以及　　g (k) exp i
M1+ M2

2
k = g

0 (k) exp i
M1+ M2

2
k - h

0 (k) exp i
N 1+ N 2

2
k·

　　　　　　　　 exp i
M1+ M2- N 1+ N 2

2
k· s ( 2k)

可见 , h
~ (k) , g (k)对称当且仅当 ( 5)中 2个函数均为偶函数 .

同样可以证明其它情形 , 如以下定理 4.

定理 4　当给定滤波 h
0 , h

~ 0对称 , 而 g
0 , g

~ 0反对称时 , 则提升后的滤波保持原来的对

称性 (或反对称性 )当且仅当 ( 5)式给出的 2个函数均为奇函数 .

由此 , 若需要确定提升后的滤波的对称性 , 只要根据滤波原来的对称性 , 考察提升系
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数 s (k)即可 .

3　双正交对偶 Riesz基

先考虑引理 1中引入的滤波 h (k) (对 h
~ (k)同样定义 ) 的转移算子 T 0

T0 f (k)= h
k
2

2

f
k
2

+ h
k
2
+ π

2

f
k
2
+ π

其中 , f (k)为任一三角多项式 . 记 ( 2N+ 1) -维空间

EN : = ∑
N

k= - N

hke
- ikk

; (h- N ,… ,hN )∈ C
2N+ 1

和它的子空间　　 FN : = ∑
N

k= - N

hk e
- ikk

;∑
N

k= - N

hk= 0

则有下列判别准则 .

引理 4[3 ]　对偶滤波 {h (k) ,h~ (k) }生成对偶的双正交紧支小波 Riesz基当且仅当它们

相应的转移算子满足|d( T0 )|< 1;|d( T~ 0 )|< 1. 这里d( T0 )和 (d( T~ 0 ) )是 T 0 ( T~ 0 )分别限制于

FN和 ( F~ N )的谱半经 .

现 考 虑 滤 波 h
0

(k) = exp ( - 3ik)+ 3exp (- 2ik)+ 3exp ( - ik)+ 1 /8 =

( 1+ exp ( - ik) ) /2 3

该滤波对应的尺度函数是 3阶 B-样条 [3 ] , 由双正交条件 ( 2) , 易得其对偶滤波为

h
~ 0

(k)= - exp (- 3ik)+ 3exp ( - 2ik)+ 3exp ( - ik)- 1 /4

文 [3] 指出 , 对偶尺度函数不属于 L
2 ( R ) . 下面本文对它们构成的双正交滤波集

h
0 (k) ,h~ 0 (k) ,g0 (k) , g~ 0 (k) ( 6)

进行提升 , 其中

g
0 (k)= - e- ik- 3+ 3eik+ e2ik /4, g~ 0 (k)= e- ik- 3+ 3eik- e2ik /8

使得到的新的满足一定条件的双正交滤波集生成 L
2
(R )的双正交紧支小波 Riesz基 .

定理 5　假定对上面得到的滤波集 ( 6) 进行提升 , 则当提升系数满足 s (k)= 3( e
2ik-

1) /8时 ,提升后的滤波生成 L
2
( R )的紧支的双正交对偶小波 Riesz基 ,而且小波函数具有 1

阶消失距 , 对偶小波函数具有 2阶消失矩 , 且关于 x= 1 /2对称 .

证明　分以下 2步来证明 .

( 1)对滤波集 ( 6)进行提升:由滤波提升公式 ( 3)和定理 4, 提升后的滤波 h (k)和 g
~ (k)

未变 , h
~ (k) , g (k)要分别保持原来的对称和反对称性当且仅当 d (k): = s (k) e

- ik
是奇函数

(此时 , N 1+ N 2= 3,M1+ M2= - 1) . 又提升后的小波函数的消失矩由原来的 0增至 1当且

仅当 g ( 0)= g′( 0)= 0, 而由公式 ( 3) , 这又等价于提升系数满足 s ( 0)= 0, s′( 0)=
3
4 i. 容

易验证 , 当 s (k)= 3( e
2ik
- 1) /8时 , 这 2条均被满足 . 因为提升只增加小波的消失矩 , 而对

偶小波的消失距不变 , 故此时小波具 1阶消失矩 , 对偶小波具 2阶消失距 . 由定理 2, 它们

都关于 x= 1 /2对称 . 通过运算 , 可得提升后的滤波集为

　　

h (k)= h
0 (k) ,g~ (k)= g

~ 0 (k)

h
~ (k)=

3
64
e2ik-

9
64

eik-
7
64
+

45
64
e- ik+

45
64
e- 2ik-

7
64

e- 3ik-
9
64
e- 4ik+

3
64

e- 5ik

g (k)=
3
64

e4ik-
9
64

e3ik+
7
64
e2ik+

45
64

eik-
45
64
-

7
64
e- ik+

9
64

e- 2ik+
3
64

e- 3ik

( 7)
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( 2)证明双正交滤波集 ( 7)生成 L
2
( R )的对偶小波 Riesz基: 往证滤波 h (k) , h~ (k)满

足引理 4的条件 . 前者易证 , 因为可求出其特征值分别为 1, 1 /2, 1 /4, 1 /8, 1 /16, 1 /32,

1 /32. 下验证后者 . 通过运算 , 可求出 h
~ (k)对应的转移算子 T

~
0限制于 EN的矩阵 ( 15× 15

阵 ) M
~

0的特征值分别为 λi= ai /2 048, 而 ai ( i= 1, 2,… , 15)分别是

a1= 2 048, a2 398. 984, a3 - 1 251. 611, a4 - 81. 373, a5 - 915. 959,

a6 - 78. 396, a7 357. 819, a8 1 606. 553, a9= 64, a10= 128,

a11= 256, a12= 512, a13= 1 024, a14= 9, a15= 9.

可见 , 1是非退化特征值 ,再注意到向量μ= ( 1, 1,… , 1)满足 μT~ 0= μ (事实上 , 将 T
~

0 f (k)用

滤波系数表出 , 利用 h
~ ( 0)= 1及 h

~ (π )= 0, 可得之 ) , 故 1不属于 T
~

0限制于 F
~

N的谱 ; 又其

余特征值都属于单位圆盘内 , 故引理 4的条件被满足 , 从而定理获证 .
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The Lifting Scheme and Biorthogonal Wavelet Riesz Bases

Zhou X ianbo
 

Abstract　 A theorem about the lif ted bio rthogonal fi lters preserv ing the symmetry on the

basis of the lif ting scheme is proved. By means of the lif ting scheme , a set of new filters

w hich exact ly genera te biorthogonal Riesz bases of compactly suppo rted w avelets for

L
2 ( R ) i s obtained from a set of ini tial filters which dont generate dual Riesz bases.

Keywords　 li f ting scheme, symmetry, bio rthogona l fi lters, w avelet Riesz bases

42 中山大学学报 (自然科学版 ) 　　　　　　　　　　　　　第 37卷

 Depar tment o f Mathematics, Zhong shan Univ ersity, Guang zhou 510275, China


